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El problema de Cauchy asociado a una
ecuacion del tipo Kuramoto-Sivashinsky
bidimensional periédica
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REsuMEN. El propdsito de este trabajo es abordar el buen planteamiento en
los espacios de Sobolev H® (’]I‘Q) para s > 1 del problema de Cauchy asociado
a una ecuacién del tipo Kuramoto-Sivashinsky bidimensional periédica, que
modela fenémenos fisicos que ocurren en peliculas delgadas.
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ABsTRACT. In this work, we deal with the local and global wellposedness in
the Sobolev spaces H*(T?) for s > 1 of the Cauchy problem associated to

a bidimensional Kuramoto-Sivashinsky type equation, which models physical
phenomena that occurs in thin films.
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1. Introduccion

En este articulo trataremos el buen planteamiento en H*(T?) del problema de
valor inicial

2
{%?:_%IQI—;JCAH—A2H—HH$, t>0,(z,y) € T W

H(0) = ¢ € H*(T?).
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donde A = 8722 + 88722'
La ecuacién (1) fue propuesta en [3] para modelar fenémenos fisicos que
ocurren en peliculas delgadas, mas exactamente, H modela (en el contexto de
peliculas delgadas) la evolucién de la pelicula deslizdndose por una pared, para
mayor informacién a este respecto vea [10] y las referencias contenidas alli.

Observe que, si H no dependiera de y la ecuacién en (1) se transforma en la
ecuacion de Korteweg-de Vries-Kuramoto-Sivashinsky, donde el buen plantea-
miento en H*(R) para s > 1 fue establecido en [2]. Por tal razén, seguimos las
ideas expuestas en [2] para abordar nuestro problema en el caso periddico, que
hasta donde conocemos el buen planteamiento en este caso no ha sido tratado.
Es bueno observar que, recientemente los problemas en el caso periédico han
tomado mucha importancia.

Aqui, probamos que (1) es globalmente bien planteado en H*(T?), para
s > 1, que es obtenido a partir del estudio del problema local y luego via
estimativas a priori para las normas de las soluciones se obtiene el resultado.
Es més o menos estandar obtener el resultado local para el caso s > 1, pues
esto depende del lema de Sobolev. El caso s = 1 se obtiene a partir de observar
que si u € H(T?) entonces uu, € L*(T?) lo que nos permite vencer la barrera
de Sobolev. Las estimativas a priori, las obtenemos a partir de la estimativa a
priori de la norma H!(T?), de la ecuacién integral equivalente a (1), y de una
estimativa de regularizacién del semigrupo asociado a la ecuacién (1) (ver el
teorema 2 abajo).

Antes, de dedicarnos a nuestro problema indicamos una notacién bésica que
usaremos en el transcurso del articulo:

o P =C>(T?).

]?7 notard la transformada de Fourier de la distribucion periédica f.

\ 4 . . .2 .
(a)” notard la transformada inversa de Fourier de la sucesién de creci-
miento lento .

|| - ||s notard la norma del espacio de Sobolev H*(T?).

|| - ||x notard la norma del espacio de Banach X.

Para X un espacio de Banach y T > 0, C’([O,T]; X) serd el espacio de
las funciones continuas de [0,7] en X dotado de la norma ||f||x,c =

supefo, ) [1f()]|x-

Sik = (ki, ko), |k]* = kT + k3.
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2. La ecuacion lineal

El objetivo de esta seccién es establecer ciertas propiedades de la solucion
correspondiente a la parte lineal de (1). Con este fin, consideramos el problema
de valor inicial

H € C([0,00); H*(T?));

9H | OH L ONF 4 A2H =0, t>0,(z,y) € T (2)

H(0) = ¢ € H*(T?),

cuya Unica solucién es
H(t) = et(*Azfawa;*aa;A)qs _ [et(f\k|4+kf+ik1|k|2)$}v = V(t)o, (3)

donde, k = (k1,k2) v |k|? = k? + k3. M4s exactamente,

Teorema 1. H(t) dada por (3) es la tdnica solucion de (2), en el siguiente
sentido:

H(t+h) — H(t) 9 0 ) 2
lim || —————= — 4+ —A+ A% )H(t =0 4
Jim h ot AT HD)| @
uniformemente con respecto a t > 0.
Demostracion. Es rutina, ver por ejemplo [8], capitulo 4. o

A continuacién presentamos dos resultados importantes sobre el semigrupo
generado por el operador asociado a la parte lineal de (1).

Teorema 2 (Estimativa de regularizaciéon). Sean s € R, ¢ € H*(T?) y A > 0.
Entonces, existe Ky > 0, que depende solo de A\, tal que,

1 (1)] 161l (5)

V@95 < K

para cada t > 0.

Demostracion. Observe que,

’|V(t)¢’|§+,\ _ Z (1+ |k|2)s+>\‘e—t(|k\4_k%—ik1\k\2)$(k_)|2

kez2
_ Z (1+ |k|2)s+/\€_2t(|k|4_k?)’a(k‘)F
kcZ2
< { sup (1 + k%) e~ 2 (=KD i) 2 (6)
kez2?

< cl{ sup (1 + |k|”>e-2t<'k4-kf>}||<z>||§

kez?

< cl{ sup e~ 2t0F* kD) 4 gup k|”e-2t<’““-’“f>}||¢§
kez? kez?
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donde C; > 0, depende s6lo de A. Resta, obtener una cota para los sup en la
ultima desigualdad de (6). Con esto en mente, observe que el primer sumando
es acotado por 1 pues |k|* = (k? + k%)Q > ki + k3. Para el segundo sumando
tenemos

sup [k[2e20(H*=H) < Cz{ sup ke 20 =H) 1 gup k%ke‘”'“g}, (7)
keZ? k1€Z ko €Z

donde C5 > 0, es una constante que sélo depende de A. Por lo tanto, la de-
sigualdad (5) se sigue de (6), de (7), de observar que f(r) = r?*e=2"" alcanza

4

SU maximo en 7 = 1/%, y de la desigualdad

2 4
sup kf’\efzt(klfkl) < sup k%/\e_tkl <

A
! ( A ) : ®
by |>2 Iy [>2 “\4t)

]

Teorema 3. Sean ¢ € L'(T?) y s > 0. Entonces, existe Cs > 0 que sélo
depende de s, tal que,

M(t)
IV({©)Ylls < Cs@”@b”Ll(T?); (9)
para todo t > 0, donde, M(t) es una funcion continua y creciente con M(0) = 1.
Mds precisamente,

4543 4542 2543 2542

M(t)=1+t"1 4t & 4+t 1 ¢ 1

2s+1 2s 3 1
FETT T T

Demostracion. Observe que,

V)l = > (14 k) e_t(|k‘4—k%—ik1\k|2)$(k_)‘2
kez?
= 3 (1 k) e 2R R g |
kez?
su Dk |2 2, —2¢(|k|*~k7) (10)
< sup {[B0I7} 3 (14 IkP)

keZ?

< CO)3s r2) (1 + >0 G+ k%S)eQ“’“l"“f)eQ““?).
|k|>1

La serie en la ultima desigualdad de (10) se descompone en

4 2 4 4 2 4
Z k%sef2t(klfk1)672tk2 + Z k%sefﬂ(klfkl)efmkz )
[k[>1 [k|>1

I 17

Procedemos ahora, a acotar tanto I como II. Con esto en mente, tenemos:
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Acotacion para [

I< Z k%se—zt(k‘f—kf) Z e2tks | Z k%se_gt(k%_kg)

k1 |>1 [ka|>1 k1 |>2
< <2+ Z k%s k;4 k2> Z e—2tk2+ Z k2s )
k1 |>2 |ka|>1 k1| >2
4
24 Z k25 —2t(kf—k3 ) o2tz dx + Z k25 —2t(k{—k3)
< k1]>2 |k1]>2
1
Z k_Zs —2t(ki—k} > Z Z k%se—%(k‘l‘—k%)
( |k1]>2 |k1|>2
1 1 2s ,—2t(ki—k3)
SO0yt L+ > ke
[k1]>2
< C{1+ <1+1) > k%se—ﬁtkf}
- 4 4
t Vi) s

1 1 >
Tt + (1 \4/%) (/0 x2se_6m2dx + Sléngse—Gtaﬁ)} (11)
1

Acotacion para I]

II< Z e t(kf—k?) Z kzs 2tk2+ Z kzs —2tk;

[k1|>1 [k2]|>1 [k2]|>2

4 2 4 4
< Z ef2t(k17kl) Z k%se—2tk2+ Z k%se—%kz

|k1|>1 [k2|>1 [k2|>1
—6tk? 2s —2tki
<C|1+ E e M E ky®e” "2
|ky|>2 [ka|>1

25 72tk2

IN

c (1 + [ e dy

\k2|>1

C’(l —|—/ g6t dx) ( e~ 2t g +supzx 56_2“’34>

0 z€R
1

)

IN

IN
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La desigualdad en (10) y lo obtenido en (11) y (12) implican que,

R(t
[V < ol on a
Nota 1.

(1) Cuando s =1 la desigualdad de este teorema se transforma en:

M
V@), <C tgt)H?/JHLl(Tz)- (13)

Observe, ademas que, la funcién t=% es localmente integrable alrededor
de cero, hecho fundamental que nos permitira obtener el resultado de
buen planteamiento de nuestro problema en cuestién en este caso.

(2) En la demostracién del teorema 3 las sumas son acotadas por integrales
que, via un cambio de variable se transforman en la conocida funcién
Gamma.

3. La teoria local en H®%,s > 1

El objetivo de esta seccién es establecer el buen planteamiento local para el
problema de valor inicial (1), el cual es equivalente a la ecuacién integral

Ht) = V(t)o — % /0 V(t — 7)0, H2(7) dr (14)

donde V(t) es como en (3), y esto es consecuencia de:

Teorema 4. Sea H € C([0,T]; H*(T?)) con H(0) = ¢ y s > 1. Entonces, H
es la solucion de la ecuacién integral (14) en H®(T?) si y solamente si, H es

la solucidn del problema (1) donde la derivada en el tiempo es tomada en la
topologia de H*~*(T?).

Demostracion. La prueba de este hecho es rutina y es semejante a la del teo-

rema 5.1 de [8], por tal razén la omitimos. ™

Teorema 5. Sea ¢ € H*(T?), con s > 1. Entonces, existe Ts = T(||}||s) > 0
y una dnica solucion H € C([0,T]; H*(T?)) de la ecuacidn integral (14).

Demostracion. La prueba de la existencia de soluciones para la ecuacién inte-
gral (14) depende esencialmente del teorema del punto fijo de Banach aplicado
a un subconjunto adecuado de C([0,T]; H*(T?)). En efecto, consideremos el
espacio métrico completo (X(T),ds 1) definido para M > 0 por

X(T) = {H € C([0,T]; H*(T?) | [|H(t) - V()g|ls < M},
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dotado de la métrica

ds,r(H,G) = sup [[H(t) = G)|ls = [[H = Gl|s,c0,
te[0,T)

con H,G € X(T). En dicho espacio definimos la aplicacién

FH(t) = V(t)¢ — % /0 V(t—7)(H*(7)) dr (15)

que para algin 7' > 0 es una contracciéon. La prueba de esta afirmacion la
dividiremos en varios pasos:

e Observe que FH(t) € C([0,T]); H*(T?)) si H € X(T), lo cual es conse-
cuencia de la definiciéon de continuidad, del hecho de ser V un semigrupo
fuertemente continuo en H® y de los teoremas 2 y 3.

e Ahora, probemos que para s > 1, existe 77 > 0 tal que FH € X(T1),
siempre que H € X(T7). Con esto en mente tratamos por separado el
caso s > 1y el caso s = 1. Comenzaremos, primero con el caso s > 1.

() = V(e)oll < 5 [ [V =), ) ar

t 1 :
< K|\H||§OO/ 1+ ( ) dr
’ 0 t—r71

que es consecuencia del teorema 2 con A = 1. Por lo tanto,

[FH(t) — V(£)e||, < KF(t)(M +||6]s)°,

4
M3
4 8
o K3 (M+||¢]ls)3
tenemos lo deseado. El caso s = 1 es similar, salvo que en vez de usar el
teorema 2 usamos el teorema 3, para obtener,

donde F(t) = ti y K > 0 es una constante. Eligiendo T =

[F#(®) - V(oll, < 5 [ V(e = D@, dr
0
S L S
SKHH”LOC/O (t—T)% d
< KP(t)(M + [¢lh)*,

8

donde P(t) = ts y K > 0 es una constante. Eligiendo T} = W
tenemos que
IFH(t) - V(t)g||, < M,

para t € [0,T7].
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e La aplicacién F : X(T3) — X(7T2) es una contraccién para algin Tp > 0.
Con esto en mente, procederemos como antes separando el caso s > 1y
el caso s = 1. En el caso s > 1 utilizamos el teorema 2 con A = 1, para
obtener,

|FH(t) — IE‘G(t)HS

g/HVu—ﬂ«H%ﬂu—«G%ﬂuﬂLm
0
1 t

(16)
1 \* 2 2
<3 [ e () heren. - @1 o
donde H(t),G(t) € X(T). La desigualdad
10 2 = 0,G)|[,_, = [|(H* = &*)a,_,
< |7 -,
<|H -, |7H+al, (17)

< K,||H - G|, (IIH]ls + IG]ls)
<K (M A+ [8lls)1H = Glls 00,

que es consecuencia de |H||s = ||H(t) = V(t)p + V()d|ls < (M + [|P]]s),

de ser el operador 9, acotado de H® en H*~! y de ser H® una algebra de
Banach para s > 1, implica que (16) se transforme en

|FH(t)-FG(t)||,

t
nguwmeFkaA

v () o ay

< K(M +|¢lls) F(t)||H - G

5,00’

donde F(t) = t%. Eligiendo 0 < Ty < ——L-— tenemos que F es
» K3 (M+[¢lls)3 L

una contraccién. Para el caso s = 1 procedemos de forma similar al caso

s > 1, salvo que en este caso en vez de emplear el teorema 2, empleamos

el teorema 3. Luego,

Volumen 45, Numero 1, Afio 2011
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[Fr® - Fel, < [ Ve -n((#@), - (@ 0),)] dr

t
1
<x [ g7 ) = GO sy

SKA@];QW‘GMWﬂHwWQM (19)
: K/O (75—17')§HHGHl(]M+ ||¢||1) dr

donde P(t) = t5. Observe que la tercera desigualdad en (19) es conse-
cuencia de

HHHI -GG, ) < H(H o G)Hfuu(m) + HG(H o G)rHLl(W)
< ||(H = &)|| 1 Hello + [IGllo[|(H = G)e |,

<|[H =G|, (IH]x + IGlh)-

(Pes

Eligiendo 0 < T3 < W en (19) tenemos que F es una contrac-

cién. Por lo tanto, si 0 < Ty < {17, T3}, el teorema del punto fijo de Ba-
nach garantiza que existe una unica H(t) € X(Ty) tal que FH () = H(t).

Resta, mostrar la unicidad de la solucién en el espacio C([0,T]; H*(T?)).
Para ello procederemos como antes, separando el caso s > 1 del caso s = 1. En
el caso s > 1 utilizamos el teorema 2 con A = 1. Con esto en mente, sean H y
G soluciones del problema de Cauchy (1) con condiciones iniciales H(0) = ¢ y
G(0) = ¢ respectivamente. Entonces,

12 (1) - G,

<V -ell,+3 [ IVE=n- ((0), - (@),) I ar
<oy [0 (7)o, - @l o

p
Eligiendo T si es necesario, para que %/% > 1, (20) se transforma en

(20)

|H(t) -G, <

1
Vit

16— ||, + K (1H om0+ [Gllenc) / |H(r) - G| dr (1)
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Esta desigualdad junto con la proposicion 12 del apéndice implican el re-
sultado. Aplicando el teorema 3 para s = 1, tenemos

[H®) -Gl <
ool +3 | Kl 0), = (@), ey are (22
luego (22) se transforma en

|H# () -G, <

lo = ell, + XTI

]/0 WHH(TPG(T)HICZT. (23)

Andlogamente, la proposicion 12 del apéndice y esta ultima desigualdad impli-
can el resultado para s = 1. o]

Teorema 6. El problema (1) para s > 1 es localmente bien planteado. Mds
precisamente, existen T > 0 y una tnica H € C’([O,T};HS(’JI‘Q)) que satisfa-
cen (1). Ademds, la aplicacion ¢ — H es continua en el siguiente sentido:
i ¢n — ¢ en H*(T?) y si H, € C([0,T,]; H*(T?)), son las soluciones de
(1) con dato inicial H,(0) = ¢, n = 1,2,..., entonces, para T € (0,T,) las
soluciones H, pueden extenderse si es necesario para todo m suficientemente
grande al intervalo [0,T] y

lim sup ||Hn(t) — Hoo(t)||, = 0.

n—00 10,7 s

Demostracion. La existencia y la unicidad de la solucién se siguen del teore-
ma 4 y del teorema 5. Resta, demostrar la dependencia continua. En efecto,
la demostraciéon del teorema 5 implica que el tiempo de existencia 7' es una
funcién continua de ||¢||s. Por lo tanto, existe N € N tal que T,, > T para todo
n > N. Asi que H,, estd definido en [0, T] para tales n. Como H,, n =1,2,...
es solucién de (1) con dato inicial H,(0) = ¢, n = 1,2,... se sigue que,

[Hn (@) lls = ll¢nlls < M,
para todo n > N. Luego
[Hn@)]ls < [lénlls + M < R+ M, (24)

donde R = Sup; <, <o ||¢nlls- Si s > 1, combinamos (21) con (24) para obtener

HHn(t) - Hoo(t)H <

!!¢n—¢ooyys+K<R+M)/0 Wl_iﬂ||Hn(T>—Hoo<T)HsdT (25)
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y el resultado se sigue de (25), junto con la proposicién 12 del apéndice. Si s = 1,
el resultado es consecuencia de (23), de la acotacién (24) y de la proposicién
12 del apéndice.

Teorema 7. Si H € C([0,T]; H*(T?)), s > 1, es la solucién de (1) con
dato inicial H(0) = ¢ € H®(T?) obtenida en el teorema 6, entonces H €
C((0,T); H™(T?)) parar > s. Es decir H € C((0,T];P).

Demostracion. Si0 <A <3ys>1lelteorema2cons—1lenvezdesy A+1
en vez de \, implica que,

t
1
s < [1+ ol + Kol | (1 n ) ar. (26)
0 (t—7)72
Como la integral de (26) es finita, tenemos que H € C((0,T]; H*T*(T?)).
Iterando este argumento obtenemos lo requerido para s > 1. Si0< A< 1/4y
s =1, el teorema 3 implica que

||H||1+)\ < |: :||¢||1 + K/ 7+4/\ HH HLl (T2) dr
, (27)
< |1+ ]|¢>||1+K|H||1oo/ L
o (t—7)"s

donde la ltima integral de (27) es finita. Por lo tanto,
H € C((0,T); H***(T?)). Iterando estos argumentos obtenemos el resultado

para s = 1. o

4. La teoria global en H®,s > 1

El objetivo de esta seccion es establecer estimativas a priori para las soluciones
de (1) con el fin de obtener el buen planteamiento global en H*(T?) para s > 1.

Teorema 8. Sean
T* =sup{T > 0| 3!H € C([0,T); H*(T?)) satisfaciendo (1)},
donde s > 1 y G la solucidn mazximal de (1) en [0,T*). Si T* < oo, entonces

lim
HT*

G||s = oo.

Demostracion. Supongamos que 1T < 0o y que existe B > 0 tal que,
IG®)lls < B (28)

para todo t € [0,T*). La ecuacién integral (14), los teoremas 2 y 3 y la hipdtesis
de acotacion (28) implican que existe limyyp- G(t) = ¢ en H*, pues {G(t)}, es

Revista Colombiana de Matemaéticas
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una red de Cauchy en H?®. Por lo tanto [0,7™) no serd el intervalo maximal de
existencia lo cual contradice la eleccién de T*, pues podemos tomar G solucién
de la ecuacién en cuestién con dato inicial 9 y, como es usual, se verifica que
G, definida por G(t) = G(¢t) sit € [0,T*), y G(t) = G1(T* +t) sit > T*, es
solucién de la ecuacién en un intervalo de tiempo [0, 7], con T > T*. o

Proposicién 9. Sea H € C([0,T); H'(T?)) la solucion de (1) dada por el
teorema 6. Entonces,

1[5 < ll¢ll5 (29)
LI < [l [5eC el (30)
| H, 15 < llgy l15eCHIol" (31)

observe que (30) y (31) implican que |VH|3 < HV(;SH%@C(HM”%)t.

Demostracion. La estimativa en (29) es consecuencia del teorema 7, de mul-
tiplicar (1) por H y luego integrar por partes. Posteriormente, tenemos en
cuenta que [, H*H, dxdy = 0, que (8,AH,H), = 0, que (0:H,H), =
—(0.H,0.H), y que (A’H; H) = |AH|]3. Por lo tanto,

1
SONHG = = AHIG + [10. H 5

=" (K + k)| Hkr ko O + . k2| H (R ko, 0)|

kl,kz kl)k2
= Z (k7 — (k1 +k3)] |ﬁ(k1,k27t)|2
k1,k2
<STNT (KR [ H b ke, )] =Y K| H (ko t)]
ka2 |ki|>2 K1,k
<STNT SR HKy ko) = ST K H Ky koot
ko |ky|>2 k1,k2

Por lo tanto $8;||H||3 < 0 e integrando de 0 a ¢, se obtiene (29).

Para demostrar (30), hacemos uso del teorema 7 y luego derivamos (1) con
respecto a x, para obtener

Hi, +H? + HH,, + 0,AH, = —A’H, — 0*H,. (32)

Haciendo V = H, en (32), dicha ecuacién se transforma en,
Vi + V24 HV, + 0, AV = —A*V — 92V (33)
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Ahora, multipliquemos (33) por V e integremos sobre T?, para obtener
1
S0UVIE =~ [ vidsdy— [ HVV.dety—|aVIE+0.VIE (30
T T

Observemos que sz HVV, dxdy = —% sz V3 dxdy, por lo tanto (34) se trans-
forma en

1
3OIVIE = [ HVVedudy— |AVIE+ 0,V

(35)
< [ IHIVIIV| dedy — | AVIE + 0.V
En (35), aplicando Hélder, Cauchy-Schwartz y (29) obtenemos que
1
SOV < =IAVIG+ 10: V15 + [V ool llolVllo- (36)

La desigualdad de Gagliardo-Nirenberg (proposicién 11 del apéndice) transfor-
ma (36) en

1 3
SOAVIE < ~IAVIR + 10 VI3 + IAVIZIVIE 2lolo (37
La desigualdad de Young transforma (37) en

1 1 4 3 4
SOVIE < —IAVIE+10V18 + = (VI lléllo) " + s IAVIE.  (38)

Eligiendo £ > 0 tal que %ﬁ = % se obtiene que
OIVIE < ~IIAVIE +2018:V[I§ + Cllgll IV I13- (39)

Como —||AV||2 + 20, V|3 < ||[V||3, tenemos que (39) se transforma en
aIVIIE < C(L+ lIglo) VG-
Si integramos de 0 a t obtenemos
t
IVIE < gl +C (1 + ||<15||3)/0 V()5 dt'. (40)
Por lo tanto la desigualdad de Gronwall aplicada a (40) implica que
13 <l 5o 1016) (41)

Para demostrar (31), hacemos uso del teorema 7 y luego derivamos (1) con
respecto a y, para obtener

Hyy + HyH, + HHyy + 0,AH, = —A’H, — 02H,,. (42)

Revista Colombiana de Matemaéticas



14 JUVITSA CAMPOS, OMAR DUQUE & GUILLERMO RODR{GUEZ-BLANCO
Haciendo W = H,, en (42), dicha ecuacién se transforma en

Wi + WV + HW, + 0,AW = —A’W — W (43)

Ahora, multipliquemos (43) por W e integremos sobre T2, para obtener
1

0w |5 = —/ HW,W dady—

2 2

WQdedy—/ HVV, dxdy — |AW |2 + 0. W3 (44)
T2 T2

Observemos que [, VW?dady = —2 [, WW,H dxdy, por lo tanto (44) se
transforma en

1
SOUWIE = [ HWIW, dady — | AWIE + o, W3

(45)
< [ VI dody = |AWIE + 0,171
En (45), aplicando Holder, Cauchy-Schwartz, y (29) obtenemos que
1
SOUWIE < =AW + 101G + W ool & o | W lo- (46)

La desigualdad de Gagliardo-Nirenberg (vea proposicién 11 del apéndice) trans-
forma (46) en

1 E 1/2
FOVIIE < =IIAWIG + 0. W5 + AW ¢ IWll5l1#ll. (47)
La desigualdad de Young transforma (47) en

1 1 4 3 4
SOUWIR < —NAWIR + 10,13 + 1 (W1 2ll6lo) + S<tlamiz. (a9

4 .
5 = 1 se obtiene que

Eligiendo £ > 0 tal que %5 5

oW 3 < —IIAW I +2[0.W 1§ + Cllolis W I5. (49)
Como —||[AW |12 + 2|10, W3 < ||W |2, tenemos que (49) se transforma en,
2WIIE < C(1+ Nlollo) W15

Si integramos de 0 a t tenemos

t
W15 < lléyllg +C (1 + ||<25||f§)/0 W ()5 dt'. (50)

Por lo tanto la desigualdad de Gronwall aplicada a (50) implica que
1, 13 < llgy [5eCC191)" (51)
vf
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Teorema 10. El problema (1) es globalmente bien puesto es H*(T?), para
s> 1.

Demostracion. Como consecuencia de la proposicién 9 el problema (1) es glo-
balmente bien puesto en H*(T?). Si 0 < 6 < 1 el teorema 3 implica que,

1
1H 140 < [VE)l140 + / Vit =) (HH (1), dr
C M)
< ||¢||1+9+K/ ——— g 1H He |l 2y d
o (t—71)" 3
¢ 1
< 6l + K(T) / L H|olH o dr
o (t—7)s

t
1
< Wollo + K(T) [ — 1 H]l dr.
o (t—7)"s

De la proposicién 9 tenemos que ||H||; es acotada, y estoy junto con la
desigualdad anterior, implican que ||H||14¢ es acotada. Si 0 < p < 3, el teorema
2 implica que,

t 1 4
[ Hllso4p < 1ll1o4p + K / L+ (t_T) 192 12 ()| o7
t- 1 ¥: 5
< lllosp + K / 1+(t_T 1 (@)1 o7
t: 1 ITPZ 2
<lollvon + K [ |14 (725)  IHEE g0

Por lo tanto, |H||1+6+4, €s acotada, pues ||H||14¢ lo es. Continuando con este
proceso se concluye que el problema (1) es globalmente bien puesto es H*(T?),
para s > 1. o

Nota 2.

(1) Los casos R?, R x Ty T x R se tratan de forma similar y se obtienen
resultados semejantes pues para estos casos la desigualdad obtenida en
el teorema 2 es la misma y la desigualdad obtenida en el teorema 3 es
esencialmente la misma salvo que la funcién M se transforma en una
funcién del mismo tipo pero teniendo a ¢! como factor.

Revista Colombiana de Matemadticas



16 JUVITSA CAMPOS, OMAR DUQUE & GUILLERMO RODRiGUEZ-BLANCO

(2) Creemos que aplicando las técnicas usadas en [5],[7],[9] ¥ [1] es posible
obtener resultados positivos de buen planteamiento para nuestro proble-
ma en cuestién, en espacios de Sobolev con baja regularidad. Resultados
en esta direccién seran el producto de una proxima publicacién.

5. Apéndice

Proposicién 11 (Desigualdad de Galiardo-Nirenberg). Si h es medible y de
media cero en T2. Entonces, para 1 < p,q,r < oo ezxiste C > 0, tal que

o 1-6 ap (|6
217 = sty 20 WMy 2
al=j al=m
donde%<9<1 y%z%—k@(%—%)—i—(l—a)%.
Demostracion. Véase por ejemplo [4]. vf

Proposiciéon 12. Sean 8 >0,v>0,8+~v>1,a>0,b>0 y g una funcion
no negativa tal que t'"1g(t) es integrable localmente sobre 0 < t < T, y suponga
que

t
g(t) <a+ b/ (t =71 Yg(r)dr
0
en (0,T). Entonces,
9(t) < aBy ((0T(9) 1)
donde v = +v—1>0, Eg,(s) = o

m=0

myv..om co = 1 Y Cmt1l __

Cm S
m Cm

% para m >0 y I' es la bien conocida funcion Gama.
Demostracion. Vea [6, Lemma 7.1.2]. o
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