
Revista Colombiana de Matemáticas
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Resumen. El propósito de este estudio es evaluar el impacto de la respuesta de
las células T y los macrófagos en el control de Mtb dentro del granuloma. Con
este fin, proponemos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias para
modelar la interacción entre macrófagos no infectados, macrófagos infectados,
células T y bacilos de Mtb en el granuloma.
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Abstract. The purpose of this study is to evaluate the impact of the response
of T cells and macrophages in the control of Mtb into the granuloma. To
this end, we propose a system of ordinary differential equations to model the
interaction among uninfected macrophages, infected macrophages, T cells and
Mtb bacilli into the granuloma.
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1. Introducción

La tuberculosis (TB) es una enfermedad infecciosa causada por el Mycobacte-
rium tuberculosis (Mtb). Esta enfermedad se encuentra entre los problemas de
salud pública más importantes de la humanidad.

La infección con Mtb sigue un proceso bien definido en el cual los bacilos
infecciosos son inhalados como microgotas desde la atmósfera. Ya en el pulmón
las bacterias son fagocitadas por macrófagos alveolares que inducen una res-
puesta proinflamatoria dando lugar al reclutamiento de células mononucleares
a partir de los vasos sangúıneos circundantes. Estas células forman bloques que
posteriormente se constituyen en el granuloma [11].

El granuloma consiste de un núcleo de macrófagos infectados rodeado por
macrófagos no infectados, con una cepa de linfocitos asociada a tiras fibro-
sas de colágeno y otros componentes extracelulares que delinea la periferia de
la estructura [11]. Esta respuesta del tejido tipifica la TB latente o fase de
contención en la que no hay signos manifiestos de enfermedad y el hospedero
no transmite la enfermedad a otros. La contención usualmente falla cuando
el sistema inmune del hospedero cambia, sea por envejecimiento, malnutrición
o co-infección con VIH, esto es cualquier condición que reduzca el número, o
atente contra las funciones de las células T hace que falle la contención. A ráız
de ese cambio en la estructura del granuloma este se desintegra en una masa de
escombros sin estructura celular, y libera miles de bacilos infecciosos en las v́ıas
respiratorias. Esto resulta en la enfermedad o TB activa, en la cual se desarrolla
una tos que facilita la diseminación en aerosol de los bacilos infecciosos [11].

Usando modelos de animales se ha descubierto que la dinámica celular en
el granuloma es una respuesta activa y organizada [3], pero dado que dicha
respuesta puede variar entre especies [12], este tipo de modelos presenta li-
mitaciones, y de alĺı la necesidad de enfoques diferentes en el estudio de la
respuesta inmune del organismo a la TB. En este sentido, algunos autores han
hecho uso de la modelación matemática para entender la dinámica de la TB
describiendo de manera acertada aspectos fundamentales de la infección. Como
ejemplo, se encuentran los trabajos de R. Antia et. al. [2], D. Kirschner [7], G.
Magombedze et al. [8], E. Ibargüen-Mondragón et al. [5].

El contenido de este trabajo está organizado de la siguiente manera. En
la segunda sección formulamos el modelo matemático. En la tercera sección
hacemos el análisis cualitativo del modelo. En la cuarta y la quinta sección
presentamos resultados numéricos y discusión, respectivamente.

2. Formulación del modelo

La respuesta celular juega un papel fundamental en el resultado de la infección
con Mtb. El granuloma se forma en el sitio de la implantación de las bacterias,
y su estructura está mediada por una respuesta inmune espećıfica inducida por
los macrófagos, células T y citocinas producidas por ellos [10].
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DINÁMICA DEL MYCOBACTERIUM TUBERCULOSIS 41

En este trabajo formulamos un modelo matemático sobre la dinámica del
Mtb dentro del granuloma que considera las siguientes poblaciones: macrófagos
no infectados, macrófagos infectados, bacilos de Mtb y células T. Las densida-
des de dichas poblaciones en el tiempo t las denotamos por MU (t), M I(t),
B(t) y T (t), respectivamente. Debido al hecho de que las pruebas cĺınicas y
epidemiológicas de la TB no dividen la población de bacterias en internas y
externas, consideraremos sólo una población de bacterias.

Asumimos que los macrófagos no infectados se reproducen a una tasa cons-
tante ΛU y mueren a una tasa per cápita constante µU . Estos macrófagos se
convierten en infectados a una tasa proporcional al producto de MU y B, con
constante de proporcionalidad β. Por otro lado, los macrófagos infectados mue-
ren a una tasa per cápita constante µI ≥ µU . Las células T eliminan macrófagos
infectados a una tasa proporcional al producto de M I y T , con constante de
proporcionalidad αT .

En este modelo suponemos que los bacilos de Mtb tienen un crecimiento
loǵıstico con tasa de reproducción ν, y capacidad de carga K (número máxi-
mo de bacterias que puede soportar un granuloma) y además mueren a una
tasa per cápita constante µB . Los macrófagos no infectados eliminan al bacilo
del Mtb a una tasa proporcional al producto de MU y B, con constante de
proporcionalidad γU .

Debido a que en el sitio de la infección sólo pueden permanecer un número
máximo de células T, decidimos expresar este hecho, utilizando el término de
saturación kI

(
1−T/Tmax

)
M I , donde kI es la tasa de reclutamiento de células

T activadas por las señales que env́ıan los macrófagos infectados y Tmax es
el número máximo de células T espećıficas para eliminar bacilos de Mtb. Las
células T mueren a una tasa per cápita constante µT . Con estas consideraciones,
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales:

dMU

dt
= ΛU − µUMU − β B MU ,

dM I

dt
= β B MU − αTM IT − µIM I ,

dB

dt
= ν

(
1− B

K

)
B − γUMUB − µBB,

dT

dt
=

(
1− T

Tmax

)
kIM I − µTT .

(1)

Con el propósito de reducir el número de parámetros introducimos el si-
guiente cambio de variables:

MU =
MU

ΛU/µU
, MI =

M I

ΛU/µU
, B =

B

K
y T =

T

Tmax
.
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42 EDUARDO IBARGÜEN-MONDRAGÓN & LOURDES ESTEVA

El sistema (1) en las nuevas variables se transforma en

dMU

dt
= µU − µUMU − βBMU ,

dMI

dt
= βBMU − αTMIT − µIMI ,

dB

dt
= ν(1−B)B − γUMUB − µBB,

dT

dt
= (1− T ) kIMI − µTT,

(2)

donde

β = βK, αT = αTTmáx, γU = γU
ΛU
µU

y kI =
kIΛU
TmáxµU

.

Nuestro conjunto de interés biológico es

Ω =
{

(MU ,MI , B, T ) ∈ R4
+ : 0 ≤MU +MI ≤ 1, 0 ≤ B ≤ 1, 0 ≤ T ≤ 1

}
. (3)

En el siguiente lema probamos que el sistema (2) está bien planteado en el
sentido que soluciones con condiciones iniciales en Ω permanecen alĺı para todo
t ≥ 0.

Lema 1. El conjunto Ω definido en (3) es un conjunto positivamente invariante
del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (2).

Demostración. Por hipótesis µI ≥ µU entonces

dMU

dt
+
dMI

dt
≤ µU − µU (MI +MU )

o, equivalentemente,

d

dt
(MU +MI) + µU (MI +MU ) ≤ µU . (4)

A partir de (4) se obtiene que

MU (t) +MI(t) ≤ 1 + (−1 +M0
U +M0

I )e−µU t,

donde M0
U +M0

I ≤ 1, lo cual implica que MU (t) +MI(t) ≤ 1 para todo t ≥ 0.
De manera similar se prueba que 0 ≤ B(t) ≤ 1 y 0 ≤ T (t) ≤ 1 para todo t ≥ 0.

Finalmente, se verifica que el campo vectorial definido por (2) sobre ∂Ω no
apunta hacia el exterior de Ω. Por lo tanto, las soluciones que inician en Ω
permanecen alĺı para todo t ≥ 0. �X
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3. Equilibrios, bifurcaciones hacia adelante y hacia atrás

Las soluciones de equilibrio del sistema de ecuaciones diferenciales (2) están
dadas por las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones algebraicas:

µU − µUMU − βBMU = 0,

βBMU − αTMIT − µIMI = 0,

ν(1−B)B − γUMUB − µBB = 0,

(1− T )kIMI − µTT = 0.

(5)

De la primera ecuación del sistema algebraico (5) obtenemos

MU =
µU

µU + βB
= f1(B). (6)

Es claro que MU ≤ 1. Por otro lado, de la segunda ecuación del sistema (5)
tenemos

MI =
βBf1(B)

αTT + µI
. (7)

Dado que µU = f1(B)(µU + βB) ≤ µI , entonces

f1(B)(µU + βB) ≤ µI ≤ µI + αTT

o, equivalentemente,
f1(B)

αTT + µI
≤ 1

µU + βB
.

Multiplicando la desigualdad anterior en ambos lados por βB se tiene que

MI =
βBf1(B)

αTT + µI
≤ βB

µU + βB
,

lo cual implica que

MI ≤
βB

µU + βB
= 1− µU

µU + βB
= 1−MU . (8)

A partir de la desigualdad (8) se verifica que MU +MI ≤ 1 lo cual implica
que MU y MI satisfacen las condiciones de Ω. Ahora, reemplazando el valor de
MI dado en la ecuación (7), en la cuarta ecuación del sistema algebraico (5)
obtenemos

(1− T )kI
βBf1(B)

αTT + µI
− µTT = 0

o, equivalentemente,

(1− T )kIβBf1(B)− µTT (αTT + µI) = 0.
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La ecuación anterior implica

kIβBf1(B)−
[
kIβBf1(B) + µTµI

]
T − µTµIT 2 = 0. (9)

Después de algunas simplificaciones, la ecuación (9) se reescribe como

ψ(T ) = T 2 + b(B)T − c(B) = 0, (10)

donde

c(B) =
kIβBf1(B)

µTαT
y b(B) = c(B) +

µI
αT

.

Las soluciones de la ecuación cuadrática (10) están dadas por

T±(B) =
−b(B)±

√[
b(B)

]2
+ 4c(B)

2
.

Dado que c(B) ≥ 0 para B ≥ 0, entonces T+(B) es la única ráız positiva
de (10). Además, como ψ(0) = −c(B) < 0 y ψ(1) = µI/αT > 0, entonces
0 ≤ T+(B) ≤ 1. En consecuencia, T+(B) satisface la condición dada en el
conjunto Ω definido en (3).

La tercera ecuación del sistema (5) es equivalente a

[
ν(1−B)− γUMU − µB

]
B = 0,

lo cual implica que B = 0 o que

ν(1−B)− γUMU − µB = 0. (11)

Reemplazando B = 0 en el sistema (5) llegamos a que MU = 1, MI = 0 y
T = 0. Por lo tanto, obtenemos el equilibrio libre de infección P0 = (1, 0, 0, 0).

Supongamos que B 6= 0; entonces la ecuación (11) se reescribe como

ν − µB = νB + γUMU , (12)

lo cual implica que una condición suficiente y necesaria para que MU y B sean
positivas es que el crecimiento neto de las bacterias (tasa de crecimiento de las
bacterias en ausencia de macrófagos no infectados) sea positivo; es decir,

d0 = ν − µB > 0. (13)

Reemplazando MU definido en (6) y d0 definido en (13), en la ecuación (12)
tenemos

d0(µU + βB) = νB(µU + βB) + γUµU .

De aqúı obtenemos que B satisface la ecuación
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G(B) = βν

[
B2 +

γU
ν

(η − ηc)B +
µU (γU + µB)

νβ
(1−R1)

]
= 0, (14)

donde

R1 =
ν

γU + µB
, η =

νµU
γUβ

y ηc =
d0

γU
. (15)

Las soluciones de la ecuación cuadrática (14) están dadas por

B± =

−γU
ν

(η − ηc)±
√[γU

ν
(η − ηc)

]2
− 4µU (γU + µB)(1−R1)

νβ

2
. (16)

Ahora determinaremos las condiciones bajo las cuales estas ráıces son reales
positivas. Para este fin, consideraremos los siguientes casos: η < ηc, η = ηc y
η > ηc.

A partir de (16) observamos que si η = ηc entonces

B+ = B− =

√
µU (γU + µB)(R1 − 1)

νβ
.

Por lo tanto, si η = ηc existe una única ráız real y positiva cuando R1 > 1.
Supongamos ahora que η 6= ηc; en este caso las ráıces B+ y B− se pueden
escribir como

B± =
γU
2ν

(
− (η − ηc)±

√
(η − ηc)2

(
1− η0/η

))
, (17)

donde

η0 =
4(γU + µB)(1−R1)

γU
(
1− ηc/η

)2 . (18)

De las ecuaciones (17) se observa que una condición necesaria y suficiente
para que B+ y B− sean reales es η0 ≤ η. Como η0 cambia de signo dependiendo
de si R1 es mayor o menor que uno analizaremos los casos η < ηc y η > ηc
teniendo en cuenta los siguientes subcasos: R1 < 1, R1 = 1 y R1 > 1.

Para η < ηc tenemos las siguientes opciones:

(1) Si R1 < 1, entonces η0 > 0. Ahora, para η = η0 existe una única
solución real positiva B+ = B− = γU (η − ηc)/2ν mientras que para
η > η0 se tiene que 0 < 1 − η0/η < 1 lo cual implica que tanto B+

como B− definidas en (17) son ambas ráıces reales positivas. Por lo
tanto
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46 EDUARDO IBARGÜEN-MONDRAGÓN & LOURDES ESTEVA

(a) Si R1 < 1 y η0 < η < ηc existen dos ráıces positivas.

(b) Si R1 < 1 y η0 = η < ηc existe una ráız positiva.

(2) Si R1 = 1, entonces η0 = 0, lo cual implica que B+ = γU (η − ηc)/ν
es la única ráız positiva. Por lo tanto, si R1 = 1 y η < ηc entonces
existe una única ráız positiva.

(3) Si R1 > 1, entonces η0 < 0 por consiguiente 1 − η0/η > 0, lo cual
implica que B+ definido en (17) es la única ráız positiva. Por lo
tanto, si R1 > 1 y η < ηc entonces existe una única ráız positiva.

Para η > ηc tenemos las siguientes opciones:

(1) Siguiendo un procedimiento similar al caso η < ηc se verifica que
si R1 ≤ 1 las ráıces son reales negativas. Mientras que si R1 > 1
entonces B+ definido en (17) es la única ráız positiva. Por lo tanto,
si R1 > 1 y η > ηc entonces existe una única ráız positiva.

A continuación verificaremos que en todos los casos las ráıces positivas B+

y B− están en el intervalo (0, 1) y por lo tanto satisfacen las condiciones de Ω.

En el literal 1(a), para R1 < 1 y η0 < η < ηc se tiene que

G(0) > 0,

G′(0) = βγU (η − ηc) < 0, y

0 < G(0) < G(1) = µBβ + µU (γU + µB).

Las desigualdades anteriores implican que B+ y B− están en el intervalo
(0, 1) (véase la figura 1b). Por otro lado, en el literal 2 para R1 = 1 y η < ηc
tenemos que

G(0) = 0,

G′(0) = βγU (η − ηc) < 0, y

G(1) = µUν + µBβ > 0.

Esto implica que la ráız positiva está en el intervalo (0, 1) (véase la figu-
ra 1a). Finalmente, cuando R1 > 1 tenemos que

G(0) = µU (γU + µB)(1−R1) < 0 y G(1) = µBβ + µU (γU + µB) > 0.

lo cual implica que B+ es la única ráız positiva en el intervalo (0, 1).

Los resultados anteriores sobre la existencia de soluciones de equilibrio se
resumen en la siguiente proposición.

Proposición 2. El sistema (2) siempre tiene el equilibrio libre de infección
P0 = (1, 0, 0, 0). Supongamos que d0 > 0.

Para η < ηc se tienen las siguientes opciones:
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(1) Si R1 < 1 y η0 < η, existen dos equilibrios endémicos P1 y P2.

(2) Si R1 < 1 y η0 = η, existe un único equilibrio endémico P1.

(3) Si R1 ≥ 1, existe un único equilibrio endémico P1.

Para η > ηc se tienen las siguientes opciones:

(1) Si R1 ≤ 1, no existen equilibrios endémicos.

(2) Si R1 > 1, existe un único equilibrio endémico P1.

1

(a) (b)

GG

1

Figura 1. La gráfica de G muestra (a) una única ráız positiva cuando (0 = G(0) <
G(1), G′(0) < 0). (b) dos ráıces positivas cuando (0 < G(0) < G(1),
G′(0) < 0).

A partir de la proposición 2 se concluye que el comportamiento para el caso
η > ηc corresponde a una bifurcación hacia adelante (véase la figura 2a); es
decir

• Si R1 ≤ 1, sólo existe el equilibrio libre de infección P0.

• Si R1 > 1, además de P0 existe un equilibrio endémico P1.

Por otro lado, para el caso η < ηc se tiene una bifurcación hacia atrás
en donde coexisten dos equilibrios endémicos cuando R1 < 1 y η0 < η que
componen las dos ramas de una bifurcación tangencial; t́ıpicamente una es
localmente estable y la otra es inestable. Estas dos soluciones de equilibrio
chocan cuando R1 < 1 y η0 = η, eliminándose y dejando al equilibrio libre de
infección como la única solución estacionaria cuando R1 ≥ 1.

Con el propósito de construir el diagrama para la bifurcación hacia atrás
como una relación de las soluciones de equilibrio, P y el número R1, debemos
expresar el parámetro η0 en términos de R1. Para este fin, encontraremos el
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valor que toma R1 cuando η = η0 el cual denotaremos por R∗1. Reemplazando
η = η0, en (18) se tiene que

η0 =
4(γU + µB)(1−R1)

γU
(
1− ηc/η0

)2 =
4ν(1/R1 − 1)

γU
(
1− ηc/η0

)2 .
Despejando R1 de la ecuación anterior se obtiene que R1 = R∗1 con

R∗1 =

[
1 +

γU (η0 − ηc)2

4η0ν

]−1

< 1. (19)

Sabemos que cuando η0 = η, existe un único punto de equilibrio P1; es
decir que para R1 = R∗1 sólo existe un equilibrio endémico P1. Ahora vamos a
verificar que si R1 < R∗1, entonces η < η0 y por lo tanto no existen equilibrios
distintos de P0. En efecto, despejando R1 de (18) tenemos que

R1 =

[
1 +

η0γU (1− ηc/η)2

4ν

]−1

. (20)

Ahora, reemplazando R∗1 y R1 definidos en (19) y (20) en la desigualdad
R1 < R∗1 y simplificando la expresión se obtiene que

(η0 − ηc)2

η0
< η0

(
1− ηc

η

)2

. (21)

Después de manipular y simplificar la desigualdad (21) se tiene que[
η(η0 − ηc) + η0(η − ηc)

]
(η0 − η) < 0. (22)

A través del análisis de existencia se estableció que tanto η como η0 son
menores que ηc. Por lo tanto, el primer factor de (22) es negativo de donde
se concluye que η < η0. Siguiendo un procedimiento similar se verifica que
cuando R∗1 < R1 < 1, existen dos soluciones de equilibrio endémicos P1 y P2.
Finalmente, existe un único punto de equilibrio P1 cuando R1 ≥ 1 (véase la
figura 2b).

3.1. Interpretación de los parámetros de bifurcación

En esta sección interpretaremos biológicamente las condiciones que determinan
la existencia de soluciones de equilibrio en función de los siguientes parámetros:

• El número reproductivo básico de las bacterias, RB .

• El número reproductivo básico de la infección, Rβ .

Volumen 46, Número 1, Año 2012



DINÁMICA DEL MYCOBACTERIUM TUBERCULOSIS 49

(b)

R1 R1

(a)

1 1

P1
P1

P2

P P

R∗1

Figura 2. El diagrama de bifurcación está dado por (a) una bifurcación hacia ade-
lante que ocurre cuando η > ηc, (b) una bifurcación hacia atrás que ocurre
cuando η < ηc.

• El número de bacterias eliminadas por los macrófagos no infectados en el
periodo de vida de una bacteria, RγU .

• El número de bacterias producidas por la fracción de bacterias que so-
breviven al ataque de los macrófagos no infectados, R1.

El número RB se define como el producto de la tasa de reproducción de las
bacterias, ν, por el tiempo de vida media de una bacteria, 1/µB , es decir

RB =
ν

µB
. (23)

Este parámetro se interpreta biológicamente como el número de bacterias
generadas por una bacteria.

Dado que una bacteria infecta un macrófago a una razón β y este macrófago
infectado produce K/µI bacterias durante su promedio de vida, entonces el
número reproductivo básico de la infección es

Rβ =
βK

µI
=

β

µI
, (24)

que se interpreta como el número de infecciones secundarias producidas por un
macrófago.

Por otro lado, el producto de la razón a la cual los macrófagos no infectados
eliminan a la bacteria en su nivel de equilibrio, γU = γUΛU/µU , por el tiempo
de vida promedio de las bacterias 1/µB , es el número de bacterias eliminadas
por los macrófagos durante la vida de una bacteria,

RγU =
γU

ΛU

µU

µB
=
γU
µB

. (25)
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Este número mide la eficacia del macrófago en el control de la enfermedad.
En términos de RB , la tasa de crecimiento neto de las bacterias d0 = ν − µB
se reescribe como

d0 = µB(RB − 1). (26)

Sabemos que una condición necesaria para la existencia de equilibrios endémi-
cos es d0 > 0. A partir de (26) se establece que dicha condición se cumple
cuando RB > 1. Es decir, que cada bacteria debe generar más de una bacteria
para que la infección progrese a un estado estacionario endémico. En términos
de RB el parámetro R1 definido en (15) se reescribe como

R1 =
ν

γU + µB
= F (γU )RB , (27)

donde el factor F está dado por

F (γU ) =
µB

γU + µB
= 1− γU

γU + µB
. (28)

Dado que γU = γ̄U
ΛU

µU
representa la razón a la cual los macráfagos no

infectados eliminan a las bacterias entonces

γU
γU + µB

se interpreta como la fracción de bacterias eliminadas por macrófagos. Por lo
tanto, de (28) concluimos que el factor F determina la fracción de bacterias
que sobreviven al ataque de los macrófagos no infectados. En consecuencia
R1 definido en (27) es el número de bacterias producidas por la fracción de
bacterias que sobreviven al ataque de los macrófagos no infectados.

Ahora vamos a interpretar biológicamente, en términos de R1, RB , Rβ y
RγU , las condiciones de existencia de soluciones estacionarias endémicas. Para
este fin, expresaremos dichas condiciones con estos parámetros. En primer lu-
gar, una condición necesaria para que progrese la infección es que una bacteria
produzca más de una bacteria en su promedio de vida, es decir, RB > 1.

Los parámetros R1, η y ηc dados en (15) se reescriben como

R1 =
RB

RγU + 1
, η =

µU
µI

RB
RβRγU

, ηc =
RB − 1

RγU
. (29)

A partir de (29), se establece que

R1 ≤ 1 si y sólo si RB ≤ 1 +RγU ,

R1 > 1 si y sólo si RB > 1 +RγU ,

η > ηc si y sólo si Rβ < ρ,

(30)
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donde

ρ =
µU
µI

RB
RB − 1

. (31)

En el caso η > ηc se tiene una bifurcación hacia adelante, en la cual no
existen soluciones de equilibrio endémicas cuando R1 ≤ 1, y existe una única
solución de equilibrio endémica, P1, cuando R1 > 1.

A partir de las equivalencias definidas en (30) se establece que esta bifur-
cación hacia adelante se presenta cuando Rβ < ρ. Además, si RB ≤ 1 + RγU
no existen equilibrios endémicos mientras que si RB > 1 +RγU existe un único
equilibrio endémico P1. En resumen, cuando el número de macrófagos infecta-
dos por un macrófago infectado Rβ es menor que ρ tenemos que:

• No aparece el estado sin infección cuando el número de bacterias produci-
das por la fracción de bacterias que sobreviven al ataque de los macrófa-
gos no infectados es menor o igual a uno (R1 ≤ 1), lo cual implica que el
número de bacterias producidas por cada bacteria, RB , está dentro del
rango (1, 1 +RγU ].

• Aparece el estado con infección cuando el número de bacterias producidas
por la fracción de bacterias que sobrevive al ataque de los macrófagos no
infectados es mayor que uno (R1 > 1). En este caso el número de bacterias
producidas por una bacteria, RB , está dentro del rango (1 +RγU ,∞).

Este análisis nos permite interpretar situaciones particulares tales como la
del siguiente ejemplo.

Ejemplo 3. En un proceso de infección el promedio de vida de un macrófago
no infectado 1/µU es de 300 d́ıas mientras que el de un macrófago infectado
1/µI es de 100 d́ıas (véase [9, 8]). Supongamos que una bacteria no infecta
nuevos macrófagos (Rβ = 0) y que a su vez produce cuatro bacterias por d́ıa
(RB = 4), también supongamos que un macrófago no infectado elimina en
promedio tres bacterias por d́ıa (RγU = 3). Bajo estas condiciones se tiene
R1 = 1 y ρ definido en (31) es 4/9. En este caso, aunque las bacterias son
capaces de reproducirse, la infección no se desarrolla. Esto se debe a que el
crecimiento poblacional de bacterias y macrófagos infectados es controlado por
la respuesta de los macrófagos y células T. También podemos resaltar que si
las bacterias producidas por una bacteria son más de cuatro por macrófagos no
podŕıa controlarse la infección. Por ejemplo, para RB = 5 obtenemos R1 = 1.25
lo cual implica la existencia de un estado endémico donde coexisten todas las
poblaciones.

Sabemos que para η < ηc se obtiene una bifurcación hacia atrás en la
cual no existen equilibrios endémicos cuando 0 < R1 < R∗1, donde R∗1 es el
valor que toma R1 cuando η0 = η. Además, existe un único equilibrio cuando
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R1 = R∗1 y existen dos equilibrios cuando R∗1 < R1 < 1. Finalmente existe un
único equilibrio cuando R1 ≥ 1. Nuevamente, de (29) se obtienen las siguientes
equivalencias:

η < ηc si y sólo si Rβ > ρ,

0 < R1 < R∗1 si y sólo si RB < (1 +RγU )R∗1,

R1 = R∗1 si y sólo si RB = (1 +RγU )R∗1,

R∗1 < R1 < 1 si y sólo si (1 +RγU )R∗1 < RB < 1 +RγU ,

R1 ≥ 1 si y sólo si RB ≥ 1 +RγU .

(32)

A partir de la primera equivalencia definida en (32) se concluye que la bi-
furcación hacia atrás se presenta cuando el número de macrófagos infectados
por un macrófago infectado, Rβ , supera el umbral ρ. En este caso el comporta-
miento de los estados estacionarios se determina de la siguiente manera, cuando
el número de macrófagos infectados por un macrófago infectado, Rβ es mayor
que ρ se obtiene:

• De las dos primeras equivalencias de (32) se establece que el estado sin in-
fección se presenta cuando el número de bacterias producidas por la frac-
ción de bacterias que sobrevive al ataque de los macrófagos no infectados
no alcanza el mı́nimo (R1 < R∗1) o, equivalentemente, el número de bac-
terias producidas por una bacteria, RB , está en el rango

(
1, (1+RγU )R∗1

)
.

• De la primera y tercera equivalencia de (32) se observa que el equilibrio
libre de infección, P0, se bifurca de forma discontinua en un equilibrio
endémico P ∗1 (aparece la infección), cuando el número de bacterias produ-
cidas por la fracción de bacterias que sobrevive al ataque de los macrófa-
gos no infectados alcanza el mı́nimo (R1 = R∗1), lo cual implica que el
número de bacterias producidas por una bacteria es RB = (1 +RγU )R∗1.

• De la primera y cuarta equivalencia de (32) se infiere que el estado de
infección recorre una parábola (el punto de equilibrio endémico P ∗1 se
bifurca en dos equilibrios endémicos P1 y P2), cuando el número de bac-
terias producidas por la fracción de bacterias que sobrevive al ataque de
los macrófagos no infectados, R1, está en el rango (R∗1, 1), o equivalente-
mente, el número de bacterias producidas por una bacteria, RB , está en
el rango

(
(1 +RγU )R∗1, 1 +RγU

)
.

• De la primera y quinta equivalencia de (32) concluimos que el estado de
infección se presenta, pero sólo en una rama de la parábola (el punto de
equilibrio endémico P2 pierde sentido biológico, dejando a P1 como el úni-
co equilibrio endémico), cuando el número de nuevas bacterias producidas
por la fracción de bacterias que sobrevive al ataque de los macrófagos no
infectados, R1, es mayor que uno, lo cual implica que el número de bac-
terias producidas por una bacteria, RB , es mayor que 1 +RγU .

Volumen 46, Número 1, Año 2012
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En el siguiente ejemplo se ilustra una situación donde se presenta una bi-
furcación hacia atrás.

Ejemplo 4. En este ejemplo consideraremos los mismos parámetros que en el
ejemplo 3, a excepción del número reproductivo básico de la infección, que en
este caso es uno (Rβ = 1). Es decir, µU = 1/300, µI = 1/100, RB = 4 y RγU =
3. Bajo estas condiciones se tiene R1 = 1 y ρ = 4/9. Dado que Rβ > ρ, estamos
en una bifurcación hacia atrás en la cual el número de bacterias producidas
por una bacteria que sobrevive al ataque de los macrófagos infectados es uno.
A diferencia del ejemplo 3, en este caso se desarrolla la infección. Una posible
explicación a este hecho es que las bacterias, además de infectar también tienen
capacidad para reproducirse.

3.2. Estabilidad del equilibrio libre de infección

En esta sección probaremos que P0 es localmente asintóticamente estable cuan-
do R1 < 1 y globalmente asintóticamente estable cuando R1 < R∗1. El Jaco-
biano de (2) evaluado en P0 es

J(P0) =


−µU 0 −β 0

0 −µI β 0

0 0 ν − (γU + µB) 0

0 kI 0 −µT

 . (33)

Un cálculo directo muestra que los valores propios de P0 son

λ1 = −µU ,
λ2 = −µT ,
λ3 = −µI ,
λ4 = ν − (γU + µB) = (γU + µB)(R1 − 1).

Observemos que λ1, λ2 y λ3 son reales negativos, y λ4 < 0 si y sólo si
R1 < 1. Por lo tanto, P0 es localmente asintóticamente estable si y sólo si
R1 < 1. La siguiente proposición resume el resultado anterior.

Proposición 5. El equilibrio libre de infección P0 = (1, 0, 0, 0) es localmente
asintóticamente estable si y sólo si R1 < 1, y es inestable si R1 > 1.

Ahora, probaremos la estabilidad global de P0 en Ω cuando R1 < R∗1 por
medio del método directo de Lyapunov [5]. Para esto utilizaremos la función
V : R4

+ ∪ 0→ R dada por

V = q1(1−MU ) + q2MI + q3B + q4T,
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donde qi, i = 1, . . . , 4 son constantes positivas, la cual satisface que V (P0) = 0
y V (P ) > 0 para todo P ∈ Ω. Finalmente, encontraremos los valores de las
constantes qi para los cuales la derivada orbital de V es negativa. Dicha derivada
está dada por

V̇ = −q1M
′
U + q2M

′
I + q3B

′ + q4T
′

= −q1µU (1−MU ) +
[
(q1 + q2)β − q3γU

]
BMU + (q4kIq2µI)MI

+ q3d0B −
[
q3νB

2 + (q2αT + q4kI)MIT + µTT
]
.

Haciendo

(q1 + q2)β − q3γU = −q3d0 y q4kI − q2µI = 0,

V̇ se reduce a

V̇ = (−q1µU + q3d0)(1−MU )−
[
νB2 + (q2αT + q4kI)MIT + µTT

]
. (34)

Despejando q3 y q4 en términos de q1 y q2 obtenemos las expresiones

q3 =
(q1 + q2)β

(γU + µB)(1−R1)
y q4 =

µIq2

kI
. (35)

Debemos encontrar q1 y q2 positivas de tal forma que V̇ (P ) < 0 para todo
P ∈ Ω, P 6= P0. De la expresión (34) se desprende que esto se cumple si y sólo
si −q1µU + q3d0 < 0 o, equivalentemente,

q3d0 < q1µU . (36)

Reemplazando q3, definido en (35), en la desigualdad (36) tenemos

(q1 + q2)βd0

(γU + µB)(1−R1)
< q1µU . (37)

Despejando R1 de la desigualdad (37) tenemos

R1 < 1− (q1 + q2)βd0

(γU + µB)µUq1
= 1− (q1 + q2)βd0R1

νµUq1
,

o, equivalentemente,

R1 <
1

1 + (q1+q2)βd0
νµUq1

(38)

Si hacemos

q1 =
βd0

νµU

4η0ν

γU (η0 − η)2
y q2 = 1,
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y los sustituimos en la parte derecha de la desigualdad (38) obtenemos

R1 <
1

1 + (q1 + 1)γU (η0−η)2

4η0ν

.

De la desigualdad anterior obtenemos la desigualdad R1 < R∗1 la cual se
cumple por hipótesis.

El resultado anterior se resume en la siguiente proposición.

Proposición 6. El equilibrio libre de infección P0 es globalmente asintótica-
mente estable si y sólo si R1 < R∗1.

3.3. Estabilidad de los equilibrios endémicos

En esta sección analizaremos la estabilidad de los puntos de equilibrio que
reflejan la persistencia de la infección.

El Jacobiano de (2) evaluado en Pi, i = 1, 2 es

J(Pi) =


−(µU + βB) 0 −βMU 0

βB −(αTT + µI) βMU −αTMI

−γUB 0 −νB 0

0 (1− T )kI 0 −(kIMI + µT )

 . (39)

Por otro lado, a partir de las ecuaciones de equilibrio (5) obtenemos las
siguientes igualdades

µU
MU

= µU + βB,
βBMU

MI
= αTT + µI ,

kIMI

T
= kIMI + µT . (40)

Reemplazando las ecuaciones (40) en (39) obtenemos

J(Pi) =


− µU
MU

0 −βMU 0

βB −βBMU

MI
βMU −αTMI

−γUB 0 −νB 0

0 (1− T )kI 0 −kIMI

T

 . (41)

Ahora, vamos a determinar las condiciones para las cuales los valores propios
de J(Pi), i = 1, 2 tienen parte real negativa. Observemos que el polinomio
caracteŕıstico de J(Pi), i = 1, 2 está dado por
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p1(λ) =

(
λ+

µU
MU

)(
λ+

βBMU

MI

)
(λ+ νB)

(
λ+

kIMI

T

)
+ αTMI(1− T )kI(λ+ νB)

(
λ+

µU
MU

)
+ βMU

[
−
(
λ+

βBMU

MI

)
γUB

(
λ+

kIMI

T

)
− αTMIγB(1− T )kI

]
= λ4 + g1λ

3 + g2λ
2 + g3λ+ g4, (42)

donde

g1 =
µU
MU

+
βBMU

MI
+ νB +

kIMI

T
,

g2 = νB
kIMI

T
+

µU
MU

βBMU

MI
+

(
µU
MU

+
βBMU

MI

)(
νB +

kIMI

T

)
+ αTMI(1− T )kI − βMUγUB,

g3 =
µU
MU

βBMU

MI

(
νB +

kIMI

T

)
+ νB

kIMI

T

(
µU
MU

+
βBMU

MI

)
+ αTMI(1− T )kI

(
νB +

µU
MU

)
− βBγUMU

(
βBMU

MI
+
kIMI

T

)
,

g4 =
µU
MU

βBMU

MI
νB

kIMI

T
+ αTMI(1− T )kIνB

µU
MU

− βMUγUB
βBMU

MI

kIMI

T
− βMUγUBαT kIMI(1− T ).

(43)

Puesto que los parámetros son positivos, a partir de (43) se verifica que
g1 > 0. Las constantes g2, g3 y g4 se reescriben como

g2 =
βBMU

MI

(
µU
MU

+ νB +
kIMI

T

)
+
kIMI

T

(
µU
MU

+ νB

)
+ αTMI(1− T )kI +

βγUB

MU

(
η −M2

U

)
,

g3 =

(
βBMU

MI
+
kIMI

T

)
βγUB

MU

(
η −M2

U

)
+

[
βBMU

MI

kIMI

T
+ αT kIMI(1− T )

](
µU
MU

+ νB

)
,

g4 =

[
βBMU

MI

kIMI

T
+ αT kIMI(1− T )

]
βγUB

MU

(
η −M2

U

)
,

donde η está definida en (15). El criterio de Routh-Hurwitz establece que las
ráıces del polinomio p1 definido en (42) tienen parte real negativa si y sólo si
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gi > 0 y (g1g2 − g3)g3 > g2
1g4 (véase [4]). Con el propósito de determinar las

condiciones para las cuales se satisfacen las desigualdades anteriores, vamos a
definir las siguientes cantidades:

A =
µU
MU

,

N =
βBMU

MI
,

C = νB,

D =
kIMI

T
,

E = αT kIMI(1− T ),

X(MU ) = AC − βMUγUMU =
βγUB

MU

(
η −M2

U

)
.

(44)

Reemplazando A, N , C, E y X(MU ) definidas por (44) en g1, . . . , g4 obte-
nemos

g1 = A+N + C +D,

g2 = N(A+ C +D) +D(A+ C) + E +X(MU ),

g3 = (N +D)X(MU ) + (BD + E)(A+ C),

g4 = (E +ND)X(MU ).

Después de algunas simplificaciones llegamos a que

∆3 = (g1g2 − g3)g3 − g2
1g4

= (N +D)(A+ C)(N +D)
[
(N +D)X(MU ) + (ND + E)(A+ C)

]
+ (N +D)(A+ C)2(N +D)X(MU )

+ (N +D)
(
A2 + C2

)
(ND + E)(A+ C)

+ (N +D)(DN + E)2(A+ C) + (A+ C)
[
X(MU )

]2
(N +D)

+ 2βMUγUMU (A+ C)(N +D)(E +ND).

(45)

A partir de (44) se observa que las constantes A, N , C y E son positivas,
mientras que

X(MU ) > 0 si y sólo si MU <
√
η. (46)

Dado que MU < 1, entonces a partir de (46) se establece que X(MU ) > 0
cuando η ≥ 1. Lo anterior implica que gi > 0 y ∆3 > 0 para i = 1, . . . , 4 cuando
η ≥ 1. Por lo tanto, a través del criterio de Routh-Hurwitz se concluye que en
caso de existir una única solución de equilibrio endémico cuando η ≥ 1, ésta
será localmente asintóticamente estable en Ω.
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58 EDUARDO IBARGÜEN-MONDRAGÓN & LOURDES ESTEVA

Los parámetros R1 y ηc definidos en (15) satisfacen que

R1 − 1 =
γU

γU + µB
(ηc − 1). (47)

A partir de (47) se tiene que R1 ≥ 1 si y sólo si ηc ≥ 1. Ahora, analizaremos
los casos η > ηc y η < ηc cuando η y ηc son mayores o iguales a uno. Los
resultados de la proposición 2 implican que si η < ηc, entonces P1 es el único
equilibrio cuando R1 ≥ 1, mientras que si η > ηc, entonces P1 es el único
equilibrio cuando R1 > 1.

El resultado anterior se resume en la siguiente proposición.

Proposición 7. Supongamos que d0 > 0:

(1) Si η < ηc, entonces el equilibrio endémico P1 es localmente asintótica-
mente estable cuando R1 ≥ 1.

(2) Si η > ηc, entonces el equilibrio endémico P1 es localmente asintótica-
mente estable cuando R1 > 1.

Hasta el momento hemos probado la estabilidad local para las soluciones
de equilibrios Pi cuando η ≥ 1. Ahora vamos a analizar la estabilidad local de
dichas soluciones cuando η < 1. En este caso probaremos la estabilidad de P1 e
inestabilidad de P2 encontrando valores donde X(MU ) es positiva y negativa,

respectivamente. Sea M̃U =
√
η, entonces X

(
M̃U

)
= 0. Dado que

MU = f1(B) =
µU

µU + βB
,

es una función continua y estrictamente decreciente de B, entonces

B̃ =
µU
β

(
1
√
η
− 1

)
, (48)

es el único valor de B que satisface M̃U = f1(B̃) =
√
η. Sustituyendo R1 =

ν/(γU + µB) en la función G definida en (14) y evaluando en B̃ se obtiene

G
(
B̃
)

=

βν

{[
µU
β

(
1
√
η
− 1

)]2

+
γU
ν

(η − ηc)
µU
β

(
1
√
η
− 1

)
+
µU
νβ

(γU + µB − ν)

}
.

Después de algunas operaciones se obtiene

G
(
B̃
)

=
2µUγU√

η

(
√
η − η + ηc

2

)
.
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Observemos que para η � 1 se tiene que G(B̃) < −µUγUηc/
√
η < 0. Por

otro lado, de acuerdo a la proposición 2 existen dos puntos de equilibrio P1 y P2

conB+ yB− como sus coordenadas enB donde coexisten todas las poblaciones.
Dado que la ecuación cuadrática (14) satisface G(B−) = G(B+) = 0 y G(B̃) <

0, B− < B̃ < B+ (véase la figura 3). Nuevamente, como f1 es continua y
estrictamente decreciente existen M−U y M+

U positivos tales que M−U = f1(B+),

M+
U = f1(B−) y M+

U < M̃U < M−U . En consecuencia, X(M−U ) > 0 y X(M+
U ) <

0. Por lo tanto, P1 es localmente asintóticamente estable y P2 es inestable. A
partir de (47) se tiene que R1 < 1 si y sólo si ηc < 1. En este caso, η y
ηc son menores que uno, y los resultados de la proposición 2 implican que si
η < ηc existen dos soluciones de equilibrio cuando R1 < 1 y η0 < η, una
solución de equilibrio cuando R1 < 1 y η0 = η. Mientras que si η > ηc, no
existen soluciones de equilibrio endémico. El resultado anterior se resume en la
siguiente proposición

B− B+

B̃

G

t

Figura 3. En esta gráfica podemos observar que B− < B̃ < B+.

Proposición 8. Supongamos que d0 > 0. Para η < ηc tenemos que

(1) Si R1 < 1 y η0 < η, entonces P1 es localmente asintóticamente estable y
P2 es inestable.

(2) Si R1 < 1 y η0 = η, entonces P1 es localmente asintóticamente estable.

Existencia Estabilidad

P0 R1 < 1

P1 d0 > 0, R1 > 1 d0 > 0, R1 > 1

d0 > 0, R1 = 1, η < ηc d0 > 0, R1 = 1, η < ηc
d0 > 0, R1 < 1, η0 ≤ η < ηc d0 > 0, R1 < 1, η0 ≤ η < ηc

P2 d0 > 0, R1 < 1, η0 < η < ηc inestable

Tabla 1. Condiciones de existencia y estabilidad para las soluciones de equilibrio del
sistema (2).
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4. Resultados numéricos

En esta sección presentamos algunos resultados numéricos y gráficas que ilus-
tran el crecimiento de todas las poblaciones del modelo. En este modelo la
eliminación o progresión de la infección depende del número de bacterias pro-
ducidas por la fracción de bacterias que sobreviven al ataque de los macrófagos
no infectados, R1, el número de bacterias producidas por una bacteria, RB ,
el número de infecciones secundarias producidas por un macrófago, Rβ , y el
número de bacterias eliminadas por los macrófagos no infectados en su nivel
de equilibrio, RγU .

En las figuras 4 y 5 se presentan las gráficas de la evolución en el tiempo
de las poblaciones de macrófagos no infectados, macrófagos infectados, bacilos
de Mtb y células T.

Figura 4. Simulaciones numéricas del sistema (2). Gráficas de la propagación en el
tiempo de macrófagos, bacterias y células T durante los primeros 300 d́ıas.
En este caso las soluciones tienden al equilibrio libre de infección P0.

Observemos que los parámetros de la tabla 2 satisfacen la condición, Rβ > ρ,
esto implica la existencia de una bifurcación hacia atrás. Más aún, cuando
R∗1 < R1 < 1 tanto P0 como P1 son localmente asintóticamente estables, es
decir, se presenta un región de biestabilidad para P0 y P1.

Para la realización de las gráficas que aparecen en las figuras 4 y 5 se
utilizaron las condiciones iniciales

x0 = (0.999MU , 0.0, 0.008, 0.0) y y0 = (1.001MU , 0.0, 0.008, 0.0),
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DINÁMICA DEL MYCOBACTERIUM TUBERCULOSIS 61

Figura 5. Simulaciones numéricas del sistema (2). Gráficas de la propagación en el
tiempo de macrófagos, bacterias y células T durante los primeros 300 d́ıas.
En este caso las soluciones tienden al equilibrio endémico P1.

donde MU es la primera coordenada del equilibrio inestable P2. Aunque ambas
simulaciones numéricas fueron hechas con los valores de la tabla 2, el compor-
tamiento de las soluciones es totalmente diferente. En la figura 4 las soluciones
tienden a la solución de equilibrio libre de infección P0, mientras que en la
figura 5 las soluciones tienden al equilibrio endémico P1.

Parám. Descripción Valor Unidad Referencia

ΛU Tasa de rep. de MU 1000 M d́ıa−1 [13]

αT Tasa de elim. MI por T 3 ∗ 10−5 T−1d́ıa−1 Est. [13, 8]

β Tasa de infección 2.5 ∗ 10−11 B−1d́ıa−1 Est. [13, 8]

γU Tasa de elim. B por MU 10−6 B−1d́ıa−1 Est. [13, 8]

kI Tasa de reclutamiento de T 8 ∗ 10−3 TM−1d́ıa−1 Est. [13, 8]

ν Tasa de reproducción de B 0.4 1/d́ıa [13, 1]

µU Tasa de muerte nat. MU 0.003̄ 1/d́ıa [13, 8]

µI Tasa de muerte nat. MI 0.01 1/d́ıa [13, 8]

µB Tasa de muerte nat. B 0.143 1/d́ıa Estimado

µT Tasa de muerte nat. T 0.3̄ 1/d́ıa [13, 8]

Tmáx Numero máximo para T 50000 células T Est.[13, 8]

K Capacidad de carga 109 bacterias [1]

Tabla 2. Datos utilizados en las simulaciones de las figuras 4 y 5. Para estos valores
se obtienen las siguientes cantidades: R1 = 0.9, RB = 2.8, Rβ = 2.5,
RγU = 2.1, ρ = 0.52, R∗1 = 0.24, η = 0.18, ηc = 0.86 y η0 = 0.04.
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Estas simulaciones numéricas sugieren que la rama inestable correspondien-
te a P2 = (MU ,M I , B, T ) separa las regiones de estabilidad de P0 y P1. Más
expĺıcitamente, la condición inicial (MU (0),M I , B, T ) con MU (0) < MU (resp.
MU (0) > MU ) son cuencas de atracción de P1 (resp. P0). Lo anterior se confir-
ma en la figura 6, que muestra el curso temporal de MU con diez condiciones
iniciales diferentes.

Figura 6. Simulaciones numéricas del sistema (2). Gráficas del transcurso temporal
de los macráfagos no infectados con diez condiciones iniciales muy cercanas
a MU=0.8168.

Observemos que en el caso presentado en las figuras 4-6 se tiene RB=2.8 y
Rβ=2.5, es decir que una bacteria puede producir 2.8 bacterias e infectar 2.5
macrófagos por d́ıa. Como el bacilo del Mtb se multiplica en promedio cada
20 horas [6], los datos indican que las bacterias se están reproduciendo por
encima del promedio. Sin embargo, la eliminación o progresión de la infección
depende de las condiciones iniciales. Por ejemplo, bajo las condiciones mencio-
nadas anteriormente tenemos que si la población inicial de bacterias es 0.008 y
el número de macrófagos no infectados es mayor que MU = 0.8168, entonces la
infección es eliminada (véase la figura 4). Mientras que si la población inicial
de macrófagos es menor que MU se presenta una progresión de la infección
(véase la figura 5). Este comportamiento concuerda con diferentes reportes que
afirman que la contención del patógeno generalmente falla cuando el estado in-
mune del hospedero cambia, lo cual suele ser consecuencia del envejecimiento,
desnutrición o la coinfección con el VIH [10, 3, 6].
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5. Discusión

El diseño de vacunas para la TB pulmonar es un campo en el cual se han
invertido muchos esfuerzos. Recientemente, se ha puesto de manifiesto que para
desarrollar una vacuna más eficaz, es necesaria una mejor comprensión de la
relación entre la respuesta inmune del hospedero y el bacilo de la TB. Como
en otras infecciones intracelulares, la principal respuesta inmune protectora es
la celular mediada en la que intervienen las células T [10]. Es por esto que
en este trabajo, nosotros propusimos y analizamos un modelo matemático de
la dinámica poblacional de macrófagos no infectados, macrófagos infectados,
células T y bacilos de Mtb dentro del granuloma.

El análisis cualitativo revela la existencia del punto de equilibrio libre de
infección P0 = (1, 0, 0, 0) y dos equilibrios endémicos P1 y P2 cuando RB > 1.
Por otro lado, a partir del análisis de estabilidad se establecen los siguientes
casos:

(1) Si el número de infecciones secundarias producidas por un macrófago
infectado cuando el resto de la población de macrófagos no está infectada,
Rβ , no supera el umbral ρ entonces

(a) La infección no se desarrolla cuando el número de bacterias produci-
das por la fracción de bacterias que evaden la respuesta del sistema
inmune es menor o igual que uno (R1 ≤ 1).

(b) La infección se desarrolla y persiste cuando el número de bacterias
producidas por la fracción de bacterias que evaden la respuesta del
sistema inmune es mayor que uno (R1 > 1).

(2) Si el número de infecciones secundarias producidas por un macrófago
infectado cuando el resto de la población de macrófagos no está infectada,
Rβ , supera el umbral ρ entonces

(a) La infección no se desarrolla cuando el número de bacterias produci-
das por la fracción de bacterias que evaden la respuesta del sistema
inmune, R1, es menor o igual que un valor mı́nimo (0 < R∗1 < 1).

(b) La infección se desarrolla y persiste cuando el número de bacterias
producidas por la fracción de bacterias que evaden la respuesta del
sistema inmune, R1, es mayor que un valor mı́nimo (0 < R∗1 < 1).

El primer caso corresponde a la bifurcación hacia adelante, en la cual el
equilibrio libre de infección P0 se bifurca en el equilibrio endémico P1 que puede
representar un estado de latencia o TB activa dependiendo de la cantidad de
bacterias. El segundo caso corresponde a la bifurcación hacia atrás en la cual
el equilibrio libre de infección P0 se bifurca en dos equilibrios endémicos; P1

asintóticamente estable y P2 inestable.
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En la reǵıon R∗1 < R1 < 1 los equilibrios P0 y P1 son asintóticamente
estables, mientras que P2 es inestable, lo anterior implica que soluciones con
condiciones iniciales cercanas a P2 se aproximarán a P0 o P1, por lo tanto
P2 representa TB latente mientras que P1 representa TB activa. En la región
R1 ≥ 1 el equilibrio P2 pierde sentido biológico, P1 es asintóticamente estable
y P0 es inestable.

Los resultados de este modelo predicen la existencia de una región en la cual
las poblaciones iniciales de macrófagos, células T y bacterias son relevantes en el
desarrollo de la infección. En este caso dichas poblaciones iniciales determinan
cuando un individuo infectado pasa de TB latente a TB activa.
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