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RESUMEN. El propésito de este estudio es evaluar el impacto de la respuesta de
las células T y los macréfagos en el control de Mtb dentro del granuloma. Con
este fin, proponemos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias para
modelar la interaccién entre macréfagos no infectados, macréfagos infectados,
células T y bacilos de Mtb en el granuloma.
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ABsTrACT. The purpose of this study is to evaluate the impact of the response
of T cells and macrophages in the control of Mtb into the granuloma. To
this end, we propose a system of ordinary differential equations to model the
interaction among uninfected macrophages, infected macrophages, T cells and
Mtb bacilli into the granuloma.
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40 EDUARDO IBARGUEN-MONDRAGON & LOURDES ESTEVA

1. Introduccion

La tuberculosis (TB) es una enfermedad infecciosa causada por el Mycobacte-
rium tuberculosis (Mtb). Esta enfermedad se encuentra entre los problemas de
salud publica méas importantes de la humanidad.

La infeccién con Mtb sigue un proceso bien definido en el cual los bacilos
infecciosos son inhalados como microgotas desde la atmosfera. Ya en el pulmoén
las bacterias son fagocitadas por macréfagos alveolares que inducen una res-
puesta proinflamatoria dando lugar al reclutamiento de células mononucleares
a partir de los vasos sanguineos circundantes. Estas células forman bloques que
posteriormente se constituyen en el granuloma [11].

El granuloma consiste de un ntcleo de macréfagos infectados rodeado por
macréfagos no infectados, con una cepa de linfocitos asociada a tiras fibro-
sas de colageno y otros componentes extracelulares que delinea la periferia de
la estructura [11]. Esta respuesta del tejido tipifica la TB latente o fase de
contencion en la que no hay signos manifiestos de enfermedad y el hospedero
no transmite la enfermedad a otros. La contencién usualmente falla cuando
el sistema inmune del hospedero cambia, sea por envejecimiento, malnutricién
o co-infeccién con VIH, esto es cualquier condiciéon que reduzca el nimero, o
atente contra las funciones de las células T hace que falle la contencién. A raiz
de ese cambio en la estructura del granuloma este se desintegra en una masa de
escombros sin estructura celular, y libera miles de bacilos infecciosos en las vias
respiratorias. Esto resulta en la enfermedad o TB activa, en la cual se desarrolla
una tos que facilita la diseminacién en aerosol de los bacilos infecciosos [11].

Usando modelos de animales se ha descubierto que la dindmica celular en
el granuloma es una respuesta activa y organizada [3], pero dado que dicha
respuesta puede variar entre especies [12], este tipo de modelos presenta li-
mitaciones, y de alli la necesidad de enfoques diferentes en el estudio de la
respuesta inmune del organismo a la TB. En este sentido, algunos autores han
hecho uso de la modelacién matemética para entender la dindmica de la TB
describiendo de manera acertada aspectos fundamentales de la infecciéon. Como
ejemplo, se encuentran los trabajos de R. Antia et. al. [2], D. Kirschner [7], G.
Magombedze et al. [8], E. Ibarglien-Mondragén et al. [5].

El contenido de este trabajo estd organizado de la siguiente manera. En
la segunda seccién formulamos el modelo matematico. En la tercera seccién
hacemos el analisis cualitativo del modelo. En la cuarta y la quinta seccién
presentamos resultados numéricos y discusion, respectivamente.

2. Formulacién del modelo

La respuesta celular juega un papel fundamental en el resultado de la infeccién
con Mtb. El granuloma se forma en el sitio de la implantacién de las bacterias,
y su estructura estd mediada por una respuesta inmune especifica inducida por
los macréfagos, células T y citocinas producidas por ellos [10].
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DINAMICA DEL MYCOBACTERIUM TUBERCULOSIS 41

En este trabajo formulamos un modelo matematico sobre la dindmica del
Mtb dentro del granuloma que considera las siguientes poblaciones: macréfagos
no infectados, macréfagos infectados, bacilos de Mtb y células T. Las densida-
des de dichas poblaciones en el tiempo t las denotamos por My (t), M (t),
B(t) y T(t), respectivamente. Debido al hecho de que las pruebas clinicas y
epidemiolégicas de la TB no dividen la poblacién de bacterias en internas y

externas, consideraremos sélo una poblacién de bacterias.

Asumimos que los macréfagos no infectados se reproducen a una tasa cons-
tante Ay y mueren a una tasa per cdpita constante py. Estos macréfagos se
convierten en infectados a una tasa proporcional al producto de My v B, con
constante de proporcionalidad /3. Por otro lado, los macréfagos infectados mue-
ren a una tasa per capita constante p; > py. Las células T eliminan macréfagos
infectados a una tasa proporcional al producto de M; y T, con constante de
proporcionalidad @ .

En este modelo suponemos que los bacilos de Mtb tienen un crecimiento
logistico con tasa de reproduccién v, y capacidad de carga K (ntmero méxi-
mo de bacterias que puede soportar un granuloma) y ademds mueren a una
tasa per capita constante pp. Los macréfagos no infectados eliminan al bacilo
del Mtb a una tasa proporcional al producto de My y B, con constante de
proporcionalidad 7.

Debido a que en el sitio de la infeccién sélo pueden permanecer un nimero
maximo de células T, decidimos expresar este hecho, utilizando el término de
saturacién kj (1 ,T/ Tmam)M[, donde k; es la tasa de reclutamiento de células
T activadas por las seniales que envian los macréfagos infectados y Thqz €8
el nimero maximo de células T especificas para eliminar bacilos de Mtb. Las
células T mueren a una tasa per capita constante pr. Con estas consideraciones,
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales:

dM —

o =M — iy 5B My,

dM; —— __ - —
dtI:ﬁBMU_aTMIT_MIMIa

d§ n (1)
—=v|l )B—VUMUB—HBB’

dt

dT T \- — _

— = — kiMi— urT.

e (e o LR

Con el proposito de reducir el nimero de pardmetros introducimos el si-
guiente cambio de variables:

My M;

T
My = 5 Myp = )
Y7 Au/po '™ A/

Tmam

y T=

Revista Colombiana de Matemaéticas



42 EDUARDO IBARGUEN-MONDRAGON & LOURDES ESTEVA
El sistema (1) en las nuevas variables se transforma en

dMy

dt
dM
—L — BBMy — ap M;T — juy My,

= pu — puMy — BBMy,

dB
P v(1 - B)B —qyuMyB — upB,
T
df = (1 7T) k]M[ — [LTT,
t
donde
_ A kA
B = BK, ar = arTmsx, Ww=Tu— y kp = .
1229 Tméxu‘U

Nuestro conjunto de interés bioldgico es

Q={(My,M;,B,T)eR, :0< My +M;<1,0<B<1,0<T <1}, (3)
En el siguiente lema probamos que el sistema (2) estd bien planteado en el

sentido que soluciones con condiciones iniciales en {2 permanecen alli para todo
t>0.

Lema 1. El conjunto Q definido en (3) es un conjunto positivamente invariante
del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (2).

Demostracion. Por hipétesis u; > uy entonces

dMy  dM;y
—+ —< — My + M,
ar + g Mo pu (Mr + My)
0, equivalentemente,
d
dt(MU+M1)+MU(M1+MU) < py. (4)

A partir de (4) se obtiene que
My(t) + Mp(t) <1+ (=1 + MJ + MP)e vt

donde M, + MY <1, lo cual implica que My (t) + M;(t) < 1 para todo ¢ > 0.
De manera similar se prueba que 0 < B(t) <1y 0 <T(t) <1 para todo ¢t > 0.

Finalmente, se verifica que el campo vectorial definido por (2) sobre 92 no
apunta hacia el exterior de €. Por lo tanto, las soluciones que inician en 2
permanecen alli para todo ¢t > 0. o
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3. Equilibrios, bifurcaciones hacia adelante y hacia atras

Las soluciones de equilibrio del sistema de ecuaciones diferenciales (2) estan
dadas por las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones algebraicas:

v — puMy — BBMy =0,
BBMy — arM{T — prM; =0,
v(l—B)B —yyMyB — upB =0,
(1 — T)k;M; — prT = 0.

De la primera ecuacién del sistema algebraico (5) obtenemos

HuU
My=—"" = f(B). 6
p = h(B) (0
Es claro que My < 1. Por otro lado, de la segunda ecuacién del sistema (5)
tenemos BF(B
aTT + 123,

Dado que puy = f1(B)(pv + BB) < pur, entonces
fi(B) (o +BB) < pr < pr + arT

0, equivalentemente,
f1(B) < 1
arT +p; =~ py + BB

Multiplicando la desigualdad anterior en ambos lados por B se tiene que

AL::ﬂBfﬂB)S BB ’
arT +pur =~ pu + BB

lo cual implica que

M; < BB Hu

e R R 8
~ pu + BB uy + BB v ®)

A partir de la desigualdad (8) se verifica que My + M; < 1 lo cual implica
que My y M satisfacen las condiciones de 2. Ahora, reemplazando el valor de
M7 dado en la ecuacién (7), en la cuarta ecuacién del sistema algebraico (5)

obtenemos 8BL(B)
1- Tk 222220 T =0
( ) IaTT ¥ Hr

0, equivalentemente,
(1 —=T)k;BBf1(B) — urT(arT + py) = 0.
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44 EDUARDO IBARGUEN-MONDRAGON & LOURDES ESTEVA

La ecuacién anterior implica
kiBBfi1(B) — [kiBBfi(B) + prpur)T — prpT? = 0. 9)

Después de algunas simplificaciones, la ecuacién (9) se reescribe como

Y(T) =T? +b(B)T — ¢(B) = 0, (10)
donde
o(B) = F1BBA(B) b(B) = o(B) + 1L,
wrar ar

Las soluciones de la ecuacién cuadrética (10) estan dadas por

e UB)E [b(B)]? + 4¢(B)
(B) = . .

Dado que ¢(B) > 0 para B > 0, entonces T (B) es la tinica raiz positiva
de (10). Ademds, como 9(0) = —c¢(B) < 0y (1) = pr/ar > 0, entonces
0 < TH(B) < 1. En consecuencia, TT(B) satisface la condicién dada en el
conjunto Q definido en (3).

La tercera ecuacién del sistema (5) es equivalente a

[v(1 = B) —yuMy — ps]B =0,

lo cual implica que B =0 o que
V(l—B)—’yUMU—uB =0. (11)

Reemplazando B = 0 en el sistema (5) llegamos a que My =1, M; =0y
T = 0. Por lo tanto, obtenemos el equilibrio libre de infeccién Py = (1,0,0,0).

Supongamos que B # 0; entonces la ecuacién (11) se reescribe como
v—pup=vB+ywMy, (12)

lo cual implica que una condicion suficiente y necesaria para que My y B sean
positivas es que el crecimiento neto de las bacterias (tasa de crecimiento de las
bacterias en ausencia de macréfagos no infectados) sea positivo; es decir,

do=v—pup >0. (13)

Reemplazando My definido en (6) y dy definido en (13), en la ecuacién (12)
tenemos

do(pv + BB) = vB(uy + BB) + Y-

De aqui obtenemos que B satisface la ecuacién
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G(B) = po| B2+ (g~ + PO 0 | —0. 1y
donde p
v vy 0

_ ’ _ L= 20 15

' YU + 4B 7 ologel Y 7 YU (15)

Las soluciones de la ecuacién cuadrética (14) estdan dadas por

T Y 2 dpy(yo +pe)(1— Ry)
—V(U—Uc)i\/[y(n—ﬁc)] - VB . (16)

B* =
2

Ahora determinaremos las condiciones bajo las cuales estas raices son reales
positivas. Para este fin, consideraremos los siguientes casos: n < 1., n = 1. y
n > MNe-

A partir de (16) observamos que si 77 = 7, entonces

Bt— B — pu(yo + pp)(F — 1)
—B = 03

Por lo tanto, si 7 = 7. existe una unica raiz real y positiva cuando Ry > 1.
Supongamos ahora que 7 # 7.; en este caso las raices BT y B~ se pueden
escribir como

B =32 ( = =m0 % /(- (1 = mo/m). (1)

2v

donde

o = 4('7U+NB)(1_R1)' (18)

YU (1 - 770/77)2

De las ecuaciones (17) se observa que una condicién necesaria y suficiente
para que BT y B~ sean reales es 19 < 1. Como 759 cambia de signo dependiendo
de si R; es mayor o menor que uno analizaremos los casos 1 < 1. y 1 > 7.
teniendo en cuenta los siguientes subcasos: Ry <1, Ry =1y Ry > 1.

Para n < 1. tenemos las siguientes opciones:

(1) Si Ry < 1, entonces 1y > 0. Ahora, para n = 1y existe una unica
solucién real positiva BT = B~ = yy(n — 1.)/2v mientras que para
n > ng se tiene que 0 < 1 —n9/n < 1 lo cual implica que tanto B
como B~ definidas en (17) son ambas raices reales positivas. Por lo
tanto
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46 EDUARDO IBARGUEN-MONDRAGON & LOURDES ESTEVA

(a) Si Ry <1y ny <n<n. existen dos raices positivas.
(b) Si R; <1y mny=mn < 1. existe una raiz positiva.

(2) Si Ry =1, entonces 19 = 0, lo cual implica que BY =~y (n —n.)/v
es la Unica raiz positiva. Por lo tanto, si Ry = 1 y 1 < 7. entonces
existe una Unica raiz positiva.

(3) Si Ry > 1, entonces 19 < 0 por consiguiente 1 — n9/n > 0, lo cual
implica que BT definido en (17) es la tnica raiz positiva. Por lo
tanto, si Ry > 1y n < 1, entonces existe una tnica raiz positiva.

Para n > 1. tenemos las siguientes opciones:

(1) Siguiendo un procedimiento similar al caso n < 7. se verifica que
si R; < 1 las raices son reales negativas. Mientras que si Ry > 1
entonces BT definido en (17) es la tinica raiz positiva. Por lo tanto,
si Ry > 1y n > n. entonces existe una unica raiz positiva.

A continuacién verificaremos que en todos los casos las raices positivas BT
y B~ estdn en el intervalo (0,1) y por lo tanto satisfacen las condiciones de (2.

En el literal 1(a), para Ry < 1y 19 < n < 1, se tiene que

G(0) >0,
G'(0) =PBywn—m) <0,
0<G(0) <G(Q) = ppB+pu(yw + ps)-
Las desigualdades anteriores implican que BT y B~ estén en el intervalo

(0,1) (véase la figura 1b). Por otro lado, en el literal 2 para Ry =1y n < 1,
tenemos que

G'(0) = Byw(n—mn) <0, y
G(1) = pyv + ppp > 0.

Esto implica que la raiz positiva estd en el intervalo (0,1) (véase la figu-
ra la). Finalmente, cuando R; > 1 tenemos que

GO)=py(yw+pp)1—R1)<0 vy  GQA)=ppB+pv(yw +ps) > 0.

lo cual implica que B™ es la tinica rafz positiva en el intervalo (0, 1).

Los resultados anteriores sobre la existencia de soluciones de equilibrio se
resumen en la siguiente proposicién.
Proposicién 2. FEl sistema (2) siempre tiene el equilibrio libre de infeccion
Py = (1,0,0,0). Supongamos que dg > 0.

Para n < n. se tienen las siguientes opciones:
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(1) Si Ry <1 ymng <n, existen dos equilibrios endémicos Py y Ps.
(2) Si Ry <1 ymng=n, existe un dnico equilibrio endémico P;.
(3) Si Ry > 1, existe un tnico equilibrio endémico P;.
Para n > n. se tienen las sigutentes opciones:
(1) Si Ry <1, no existen equilibrios endémicos.

(2) Si Ry > 1, existe un unico equilibrio endémico P;.

FIGURA 1. La gréfica de G muestra (a) una dnica raiz positiva cuando (0 = G(0) <
G(1), G'(0) < 0). (b) dos raices positivas cuando (0 < G(0) < G(1),
G'(0) < 0).

A partir de la proposicién 2 se concluye que el comportamiento para el caso
1 > 1. corresponde a una bifurcacién hacia adelante (véase la figura 2a); es
decir

e Si R; <1, sblo existe el equilibrio libre de infeccién Fy.

e Si Ry > 1, ademés de Py existe un equilibrio endémico P;.

Por otro lado, para el caso < 7. se tiene una bifurcacién hacia atras
en donde coexisten dos equilibrios endémicos cuando R; < 1y 19 < 1 que
componen las dos ramas de una bifurcaciéon tangencial; tipicamente una es
localmente estable y la otra es inestable. Estas dos soluciones de equilibrio
chocan cuando Ry < 1y ny = 7, elimindndose y dejando al equilibrio libre de
infeccién como la Unica solucién estacionaria cuando Ry > 1.

Con el propésito de construir el diagrama para la bifurcacién hacia atréds
como una relacién de las soluciones de equilibrio, P y el nimero R;, debemos
expresar el pardmetro 7y en términos de R;. Para este fin, encontraremos el
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48 EDUARDO IBARGUEN-MONDRAGON & LOURDES ESTEVA

valor que toma R; cuando n = 19 el cual denotaremos por Rj. Reemplazando
17 = 1o, en (18) se tiene que
4w +pp)1—R)  4v(l/R —1)
2 = 2
Yo (1= 1e/M0) Yo (1= 7e/m0)

Despejando R; de la ecuacién anterior se obtiene que R; = R} con
291
Yo (10 — ne)

Ry = |1
! * dnov

<1. (19)

Sabemos que cuando 79 = 7, existe un tnico punto de equilibrio Pj; es
decir que para R; = R} sélo existe un equilibrio endémico P;. Ahora vamos a
verificar que si R; < Rj, entonces 1 < 19 y por lo tanto no existen equilibrios
distintos de Py. En efecto, despejando R; de (18) tenemos que

(20)

—1
noyu (1 = ne/n)?
4y '

ne i

Ahora, reemplazando R} y R; definidos en (19) y (20) en la desigualdad
Ry < R} y simplificando la expresién se obtiene que

(0 = me)* <10 (1 - 737‘2)2 (21)

Mo

Después de manipular y simplificar la desigualdad (21) se tiene que
[1(110 = 1) + no(n = ne)] (0 — ) < 0. (22)

A través del andlisis de existencia se establecié que tanto n como 7y son
menores que 7.. Por lo tanto, el primer factor de (22) es negativo de donde
se concluye que 1 < 9. Siguiendo un procedimiento similar se verifica que
cuando R} < Ry < 1, existen dos soluciones de equilibrio endémicos P; y Ps.
Finalmente, existe un tnico punto de equilibrio P; cuando R; > 1 (véase la
figura 2b).

3.1. Interpretaciéon de los parametros de bifurcacion

En esta seccion interpretaremos biolégicamente las condiciones que determinan
la existencia de soluciones de equilibrio en funcién de los siguientes pardmetros:

e El niimero reproductivo bésico de las bacterias, Rp.

¢ El nimero reproductivo bésico de la infeccién, Rg.
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P (a) P (b)

P,

1 Rl RT 1 R1

FIGURA 2. El diagrama de bifurcacién estd dado por (a) una bifurcacién hacia ade-
lante que ocurre cuando n > 7., (b) una bifurcacién hacia atras que ocurre
cuando 1 < 7.

e El nimero de bacterias eliminadas por los macréfagos no infectados en el
periodo de vida de una bacteria, R, .

e El numero de bacterias producidas por la fraccién de bacterias que so-
breviven al ataque de los macrofagos no infectados, Ry.

El nimero Rp se define como el producto de la tasa de reproducciéon de las
bacterias, v, por el tiempo de vida media de una bacteria, 1/up, es decir

12
Rp=—. 23
P “B ( )

Este pardametro se interpreta biolégicamente como el nimero de bacterias
generadas por una bacteria.

Dado que una bacteria infecta un macréfago a una razén 8 y este macréfago
infectado produce K/u; bacterias durante su promedio de vida, entonces el
nimero reproductivo basico de la infeccién es

BK
Rg = /87 = ﬁ, (24)
K 1223
que se interpreta como el nimero de infecciones secundarias producidas por un
macréfago.

Por otro lado, el producto de la razén a la cual los macréfagos no infectados
eliminan a la bacteria en su nivel de equilibrio, vy = F;Av /v, por el tiempo
de vida promedio de las bacterias 1/up, es el nimero de bacterias eliminadas
por los macrofagos durante la vida de una bacteria,

N
:M:’LU' (25)

R
YU LB B
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Este niimero mide la eficacia del macréfago en el control de la enfermedad.
En términos de Rp, la tasa de crecimiento neto de las bacterias dy = v — up
se reescribe como

do = [LB(RB - 1) (26)

Sabemos que una condicién necesaria para la existencia de equilibrios endémi-
cos es dg > 0. A partir de (26) se establece que dicha condicién se cumple
cuando Rp > 1. Es decir, que cada bacteria debe generar mas de una bacteria
para que la infeccién progrese a un estado estacionario endémico. En términos
de Rp el pardmetro R; definido en (15) se reescribe como

v

Ri=—=F Rp, 27
1 o+ 1s (w)Re (27)
donde el factor F' esta dado por
“B u
F =—=1-— 28
() YU + kB YW+ KB (28)

Au

Dado que vy = Av representa la razén a la cual los macrafagos no

) . ro Y
infectados eliminan a las bacterias entonces
YU
Yu + uB

se interpreta como la fraccién de bacterias eliminadas por macréfagos. Por lo
tanto, de (28) concluimos que el factor F' determina la fraccién de bacterias
que sobreviven al ataque de los macréfagos no infectados. En consecuencia
R; definido en (27) es el nimero de bacterias producidas por la fraccién de
bacterias que sobreviven al ataque de los macréfagos no infectados.

Ahora vamos a interpretar biolégicamente, en términos de Ry, Rp, Rg y
R, , las condiciones de existencia de soluciones estacionarias endémicas. Para
este fin, expresaremos dichas condiciones con estos parametros. En primer lu-
gar, una condicidn necesaria para que progrese la infeccién es que una bacteria
produzca més de una bacteria en su promedio de vida, es decir, Rg > 1.

Los pardmetros Ry, n y 7. dados en (15) se reescriben como

Rp _uy Rp :RB_l

R =75 . 1 - ) c
' Ry +1 ! pr RgRy, ! Ry,

(29)

A partir de (29), se establece que

Ry <1 siysélosi Rp <1+ Ryy,
Ry >1 siysélosi Rp>1+ Ryy, (30)
n>n. siysélosi Rg < p,
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donde R
Hu B
p=———". (31)
uwr Rp—1
En el caso n > n. se tiene una bifurcacién hacia adelante, en la cual no
existen soluciones de equilibrio endémicas cuando R; < 1, y existe una tunica
solucién de equilibrio endémica, P;, cuando R; > 1.

A partir de las equivalencias definidas en (30) se establece que esta bifur-
cacién hacia adelante se presenta cuando Rg < p. Ademds, si Rp < 1+ Ryy
no existen equilibrios endémicos mientras que si Rp > 1+ Ry existe un tinico
equilibrio endémico P;. En resumen, cuando el nimero de macréfagos infecta-
dos por un macréfago infectado R es menor que p tenemos que:

e No aparece el estado sin infeccién cuando el nimero de bacterias produci-
das por la fraccién de bacterias que sobreviven al ataque de los macrofa-
gos no infectados es menor o igual a uno (R; < 1), lo cual implica que el
nimero de bacterias producidas por cada bacteria, Rp, estd dentro del
rango (1,14 Ry, ].

e Aparece el estado con infeccién cuando el nimero de bacterias producidas
por la fraccién de bacterias que sobrevive al ataque de los macréfagos no
infectados es mayor que uno (R; > 1). En este caso el nimero de bacterias
producidas por una bacteria, Rp, estd dentro del rango (1 + R, , 00).

Este andlisis nos permite interpretar situaciones particulares tales como la
del siguiente ejemplo.

Ejemplo 3. En un proceso de infeccién el promedio de vida de un macréfago
no infectado 1/uy es de 300 dias mientras que el de un macréfago infectado
1/pr es de 100 dias (véase [9, 8]). Supongamos que una bacteria no infecta
nuevos macréfagos (Rg = 0) y que a su vez produce cuatro bacterias por dia
(Rp = 4), también supongamos que un macréfago no infectado elimina en
promedio tres bacterias por dia (R,, = 3). Bajo estas condiciones se tiene
Ry = 1y p definido en (31) es 4/9. En este caso, aunque las bacterias son
capaces de reproducirse, la infeccién no se desarrolla. Esto se debe a que el
crecimiento poblacional de bacterias y macréfagos infectados es controlado por
la respuesta de los macréfagos y células T. También podemos resaltar que si
las bacterias producidas por una bacteria son mas de cuatro por macréfagos no
podria controlarse la infeccién. Por ejemplo, para Rg = 5 obtenemos Ry = 1.25
lo cual implica la existencia de un estado endémico donde coexisten todas las
poblaciones.

Sabemos que para n < 7. se obtiene una bifurcacién hacia atras en la

cual no existen equilibrios endémicos cuando 0 < Ry < RJ, donde Ry es el
valor que toma R; cuando 71y = 1. Ademads, existe un unico equilibrio cuando
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Ry, = R] y existen dos equilibrios cuando R} < R; < 1. Finalmente existe un
unico equilibrio cuando R; > 1. Nuevamente, de (29) se obtienen las siguientes
equivalencias:

n<mn. siysélosi Rg>p,
0<Ri <R} siysélosi Rp < (1+ R,,)R],
Ry =R] siysélosi Rp=(1+R,,)R], (32)
R <R <1 siysélosi (1+R,, )R] <Rp<1+R,,,
Ri>1 siysélosi Rp>1+ Ry,.

A partir de la primera equivalencia definida en (32) se concluye que la bi-
furcacién hacia atrés se presenta cuando el nimero de macréfagos infectados
por un macréfago infectado, Rg, supera el umbral p. En este caso el comporta-
miento de los estados estacionarios se determina de la siguiente manera, cuando
el nimero de macréfagos infectados por un macréfago infectado, Rs es mayor
que p se obtiene:

e De las dos primeras equivalencias de (32) se establece que el estado sin in-
feccién se presenta cuando el nimero de bacterias producidas por la frac-
cién de bacterias que sobrevive al ataque de los macréfagos no infectados
no alcanza el minimo (R; < RY) o, equivalentemente, el nimero de bac-
terias producidas por una bacteria, Rp, esta en el rango (1, (1+R,, )RT)

e De la primera y tercera equivalencia de (32) se observa que el equilibrio
libre de infeccién, Py, se bifurca de forma discontinua en un equilibrio
endémico P;* (aparece la infeccién), cuando el niimero de bacterias produ-
cidas por la fraccién de bacterias que sobrevive al ataque de los macréfa-
gos no infectados alcanza el minimo (R; = R}), lo cual implica que el
ndimero de bacterias producidas por una bacteria es Rg = (1 + R+, )Rj.

e De la primera y cuarta equivalencia de (32) se infiere que el estado de
infeccién recorre una pardbola (el punto de equilibrio endémico Py se
bifurca en dos equilibrios endémicos Py y P»), cuando el nimero de bac-
terias producidas por la fraccién de bacterias que sobrevive al ataque de
los macréfagos no infectados, Ry, estd en el rango (R}, 1), o equivalente-
mente, el nimero de bacterias producidas por una bacteria, Rp, estd en
el rango ((1+ Ry, )R;, 1+ Ry,).

e De la primera y quinta equivalencia de (32) concluimos que el estado de
infeccién se presenta, pero sélo en una rama de la pardbola (el punto de
equilibrio endémico P, pierde sentido biolégico, dejando a P; como el tini-
co equilibrio endémico), cuando el nimero de nuevas bacterias producidas
por la fraccién de bacterias que sobrevive al ataque de los macréfagos no
infectados, R, es mayor que uno, lo cual implica que el nimero de bac-
terias producidas por una bacteria, kg, es mayor que 1 + R, .
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En el siguiente ejemplo se ilustra una situacién donde se presenta una bi-
furcacion hacia atras.

Ejemplo 4. En este ejemplo consideraremos los mismos parametros que en el
ejemplo 3, a excepcién del nimero reproductivo basico de la infeccién, que en
este caso es uno (Rg = 1). Es decir, py =1/300, uy = 1/100, Rg =4y Ry, =
3. Bajo estas condiciones se tiene Ry =1y p = 4/9. Dado que Rg > p, estamos
en una bifurcacion hacia atras en la cual el nimero de bacterias producidas
por una bacteria que sobrevive al ataque de los macréfagos infectados es uno.
A diferencia del ejemplo 3, en este caso se desarrolla la infeccién. Una posible
explicacién a este hecho es que las bacterias, ademés de infectar también tienen
capacidad para reproducirse.

3.2. Estabilidad del equilibrio libre de infeccién

En esta seccion probaremos que Py es localmente asintéticamente estable cuan-
do R; < 1 y globalmente asintéticamente estable cuando R; < R7. El Jaco-
biano de (2) evaluado en Py es

—uy 0 - 0
0 —pr B 0
Py =
R I )
0 kr 0 —HT

Un célculo directo muestra que los valores propios de Py son

A1 = —MU,
)\2 = —HT,
)‘3 = —Ur1,

M=v—(w+ups)=(w+ps) (R —1).

Observemos que A1, A2 y A3 son reales negativos, y Ay < 0 si y sdlo si
Ry < 1. Por lo tanto, Py es localmente asintéticamente estable si y sélo si
Ry < 1. La siguiente proposicién resume el resultado anterior.

Proposicién 5. FEl equilibrio libre de infeccion Py = (1,0,0,0) es localmente
asintdticamente estable si y solo st Ry < 1, y es inestable st Ry > 1.

Ahora, probaremos la estabilidad global de Py en Q2 cuando R; < R} por

medio del método directo de Lyapunov [5]. Para esto utilizaremos la funcién
V :R% U0 — R dada por

V=q¢(l-My)+q¢M;+qB+ qT,
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donde ¢;, i = 1,...,4 son constantes positivas, la cual satisface que V(FPy) =0
y V(P) > 0 para todo P € Q. Finalmente, encontraremos los valores de las
constantes q; para los cuales la derivada orbital de V' es negativa. Dicha derivada
esta dada por

V =—aM{ + @M+ ¢B +uT’
= —qpu (1 = My) + [(q1 + 42)8 — a3y | BMu + (qak1q2per) My
+ q3doB — [q3vB® + (g2or + qukr) M T + prT).

Haciendo

(1 +@)B—a¢w=—q¢pd vy  qikr —qur =0,

V se reduce a
V = (—qupw + gado)(1 = My) — [vB® + (q2ar + qakr) My T + prT].  (34)

Despejando g3 y g4 en términos de g1 y g2 obtenemos las expresiones

(1 +q2)8 _ g (35)

= (vo +pB)(1 — Ry) Y “ kr

Debemos encontrar ¢q; y g2 positivas de tal forma que V(P) < 0 para todo
P €Q, P+# Py. De la expresion (34) se desprende que esto se cumple si y s6lo
si —qipu + g3dy < 0 o, equivalentemente,

g3do < q1pv- (36)
Reemplazando g3, definido en (35), en la desigualdad (36) tenemos

(@1 + q2)Bdo
(w+ups)(1-R

3 < qipy- (37)

Despejando R; de la desigualdad (37) tenemos

Ri<1- (1 +¢2)Bdo 1 (91 + q2)Bdo 1
(Yo + uB)HUGr vpoq
0, equivalentemente,
1
Ry < 1+ (q1+g2)Bdo (38)
vpuqi
Si hacemos
Bdy  4nov

|
—

a1 = B y q2

vy Yo (no —n)
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y los sustituimos en la parte derecha de la desigualdad (38) obtenemos

1

(no=m)?
L+ (@ + 1)

R, <

De la desigualdad anterior obtenemos la desigualdad R; < Rj la cual se
cumple por hipétesis.

El resultado anterior se resume en la siguiente proposicién.

Proposicion 6. FEl equilibrio libre de infeccion Py es globalmente asintdtica-
mente estable si y sélo si Ry < RJ.

3.3. Estabilidad de los equilibrios endémicos

En esta seccién analizaremos la estabilidad de los puntos de equilibrio que
reflejan la persistencia de la infeccion.

El Jacobiano de (2) evaluado en P;, i = 1,2 es

—(uu + BB) 0 —AMy 0
N BB —(arT +pr)  BMy —arM;
J(P) = —yu B 0 —vB 0 (39)
0 (1 —=T)k; 0 —(kr My + pr)

Por otro lado, a partir de las ecuaciones de equilibrio (5) obtenemos las
siguientes igualdades

KU
Hy _ B
My, Mot BB M,

BB My kM
T

= a7rT + uj, = kM + pr.  (40)

Reemplazando las ecuaciones (40) en (39) obtenemos

_Hu 0 —BM;s 0
My g
U
B - My —arM
Jpy=| " i, PMuo merMi) (41)
—vyuB 0 —vB 0
kM
0o (1-Tk 0 - ’TI

Ahora, vamos a determinar las condiciones para las cuales los valores propios
de J(P;), i = 1,2 tienen parte real negativa. Observemos que el polinomio
caracteristico de J(P;), i = 1,2 estd dado por
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B tes BBMy; krMy
) = (A+MU> (/\+ o )()\+VB)<)\+ = )
+arM(1 - T)k;(\ + vB) <>\ + ’”‘U)
My
+ BMy |: — ()\ + B?MJ\IIU)’YUB ()\ + kITM) —arMyB(1 - T)If[:|

=AM 4 N3+ A2 Fgsh s, (42)
donde
Hu BBMy kr My
=2 B
g1 MU+ MI +vhb + ’
kiMp  pu BBMy pu | BBMy ki My
QQVT-I-MUMI—I-MU—i-MI 1/—|—T
+ OéTM[(l — T)k‘] — ﬁMU’}/UB,
pu BBMy krMj kiMyp ( wy  BBMy
ga MUMI<V+T tver L, T g
pu BBMy | krM;
M;(1-T)k B+ — | — 8Byy M, i iats
+ ap My ( )1(1/ —i—MU) BByu U( 7 += )
pu BBMy . kiMp Lo
= — B M;(1-T)kjvB—
94 My M, vB—0 + apM;( Vkrv N
BMy kM
— BMyyy BIBMU RIML g Bogki My (1= T).
My T
(43)

Puesto que los pardmetros son positivos, a partir de (43) se verifica que
g1 > 0. Las constantes g2, g3 y g4 se reescriben como
BBMy ( py ki My kiMp ( pu
= — B — B
g2 M; My +vb + T + T My +v

Byu B 2
Mp(1—-T)k — M

+ ap M ( Ykr + My (7] U)7

ﬁBMU k[M[ B’}/UB 2
= — M,
93 ( My T ) My \TTM
BBMy ky My HU

krMr(1=T)|| — B

+{M, r TorkiMiU=T)|{ gt vB),
BBMy kM

= |————— krM;(1-T
ga [ M; T + arkr Mi( )
donde 7 estd definida en (15). El criterio de Routh-Hurwitz establece que las
raices del polinomio p; definido en (42) tienen parte real negativa si y sélo si

B
)]
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gi >0y (9192 — 93)93 > g2gs (véase [4]). Con el propésito de determinar las
condiciones para las cuales se satisfacen las desigualdades anteriores, vamos a
definir las siguientes cantidades:

Ko
A= MU

My’

BBMy
N:

M; 7’
C =vB,
. kM, (44)
=7
FE = Cka[M[(l — T),
B
X(My) = AC = My My = 22 (- aag).

Reemplazando A, N, C, E y X(My) definidas por (44) en g1, ..., g4 obte-
nemos
G =A+N+C+D,
go=N(A+C+D)+D(A+C)+E+ X(My),
g3 =(N+D)X(My)+ (BD+ E)(A+C),
g4 = (E+ ND)X(My).

Después de algunas simplificaciones llegamos a que

Az = (9192 — 93)93 — 9194
=(N+D)(A+ C)(N +D)[(N +D)X(My)+ (ND + E)(A+C)]
+ (N + D)(A+ C)*(N + D)X (My)
+ (N + D)(A*+ C?)(ND+ E)(A+C)
+ (N 4+ D)(DN + E)>(A+C) + (A+ C)[X(My)]*(N + D)
+ 28My~yy My (A+ C)(N + D)(E + ND).

(45)

A partir de (44) se observa que las constantes A, N, C'y E son positivas,
mientras que

X(My) >0 si y sélo si My < /1. (46)

Dado que My < 1, entonces a partir de (46) se establece que X(My) > 0
cuando 7 > 1. Lo anterior implica que g; > 0y Az > 0 parai =1,...,4 cuando
n > 1. Por lo tanto, a través del criterio de Routh-Hurwitz se concluye que en
caso de existir una tnica soluciéon de equilibrio endémico cuando 1 > 1, ésta
serd localmente asintéticamente estable en €.
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Los pardmetros R; y 7. definidos en (15) satisfacen que

Tu
Ri—1=—"—(.-1). 47
1 wﬂLB(n ) (47)

A partir de (47) se tiene que Ry > 1 siy sblo si . > 1. Ahora, analizaremos
los casos 7 > n. y n < 1. cuando 17 y 7. son mayores o iguales a uno. Los
resultados de la proposicién 2 implican que si n < 7., entonces P; es el tinico
equilibrio cuando R; > 1, mientras que si n > 7., entonces P; es el tinico
equilibrio cuando R; > 1.

El resultado anterior se resume en la siguiente proposiciéon.

Proposicién 7. Supongamos que dy > 0:

(1) Sin < ., entonces el equilibrio endémico Py es localmente asintdtica-
mente estable cuando Ry > 1.

(2) Sin > n., entonces el equilibrio endémico Py es localmente asintdtica-
mente estable cuando Ry > 1.

Hasta el momento hemos probado la estabilidad local para las soluciones
de equilibrios P; cuando n > 1. Ahora vamos a analizar la estabilidad local de
dichas soluciones cuando 77 < 1. En este caso probaremos la estabilidad de P; e
inestabilidad de P, encontrando valores donde X (M) es positiva y negativa,

respectivamente. Sea MU = /7, entonces X (MU) = 0. Dado que

My = fL(B) = #7

es una funcién continua y estrictamente decreciente de B, entonces

5 puf 1 )
B=—"|—-1], 48
7 (v )
es el tinico valor de B que satisface My = fi (B) = /1. Sustituyendo Ry =
v/(y + pup) en la funcién G definida en (14) y evaluando en B se obtiene

[ ( 1))+ L0 (1) + B m

Después de algunas operaciones se obtiene

G(B) = Qu\lj;U (\/ﬁ— ﬂ‘;ﬂc)
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Observemos que para 1 < 1 se tiene que G(E) < —puyune//m < 0. Por
otro lado, de acuerdo a la proposicién 2 existen dos puntos de equilibrio P; y P
con BT y B~ como sus coordenadas en B donde coexisten todas las poblaciones.
Dado que la ecuacién cuadrética (14) satisface G(B~) = G(BT) =0y G(B) <
0, B~ < B < Bt (véase la figura 3). Nuevamente, como f; es continua y
estrictamente decreciente existen M, y M[J} positivos tales que M;; = f1(B7T),
Mf = fi(B™)y M < My < M . En consecuencia, X (M) > 0y X(My}) <
0. Por lo tanto, P; es localmente asintéticamente estable y Ps es inestable. A
partir de (47) se tiene que R; < 1 si y sblo si . < 1. En este caso, n y
7. son menores que uno, y los resultados de la proposicién 2 implican que si
n < 7. existen dos soluciones de equilibrio cuando Ry < 1y mp < 7, una
solucién de equilibrio cuando Ry < 1 y mg = n. Mientras que si n > 7., no
existen soluciones de equilibrio endémico. El resultado anterior se resume en la
siguiente proposicién

G

B ¢

FIGURA 3. En esta grafica podemos observar que B~ < B < Bt.

Proposicion 8. Supongamos que dy > 0. Para n < n. tenemos que

(1) Si Ry <1 ymnog<mn, entonces Py es localmente asintdticamente estable y
Py es inestable.

(2) Si Ry <1 ymng=mn, entonces Py es localmente asintdticamente estable.

Existencia Estabilidad
Py Ri<1
P d0>0,R1>1 d0>0,R1>1
d()>O,R1:1777<’I7¢ d0>0,R1:1,77<17c
do >0, Ry <1,mp<n<mne |dp>0,R <1,mo<n<mn
P | dp >0, Ry <1,1m9 <n <1, | inestable

TaBLA 1. Condiciones de existencia y estabilidad para las soluciones de equilibrio del
sistema (2).
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4. Resultados numéricos

En esta seccién presentamos algunos resultados numéricos y graficas que ilus-
tran el crecimiento de todas las poblaciones del modelo. En este modelo la
eliminacién o progresion de la infeccién depende del nimero de bacterias pro-
ducidas por la fraccién de bacterias que sobreviven al ataque de los macréfagos
no infectados, Rj, el nimero de bacterias producidas por una bacteria, Rp,
el nimero de infecciones secundarias producidas por un macréfago, Rg, y el
nimero de bacterias eliminadas por los macréfagos no infectados en su nivel
de equilibrio, R, .

En las figuras 4 y 5 se presentan las gréficas de la evolucién en el tiempo
de las poblaciones de macréfagos no infectados, macréfagos infectados, bacilos
de Mtb y células T.

x 10
a 0.95 1
(%3
o
g 208
£ 8
< £ 0.6
< 09 2
8 204
g S
§ § 0.2
= 0.85 0
100 200 300 0 100 200 300
Tiempo en dias Tiempo en dias
x107° x107™
1 15
0.8
@ 06 L
go 3
S =l
g 04 8 05
0.2
0 0
0 100 200 300 0 100 200 300
Tiempo en dias Tiempo en dias

FIGURA 4. Simulaciones numéricas del sistema (2). Graficas de la propagacién en el
tiempo de macréfagos, bacterias y células T durante los primeros 300 dias.
En este caso las soluciones tienden al equilibrio libre de infeccién FPy.

Observemos que los parametros de la tabla 2 satisfacen la condicién, Rg > p,
esto implica la existencia de una bifurcacién hacia atrds. Mas adn, cuando
R} < Ry < 1 tanto Py como P; son localmente asintéticamente estables, es
decir, se presenta un regiéon de biestabilidad para Py y P;.

Para la realizacion de las graficas que aparecen en las figuras 4 y 5 se
utilizaron las condiciones iniciales

2o = (0.999M,0.0,0.008,0.0) v o= (1.001M,0.0,0.008,0.0),
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FIGURA 5. Simulaciones numéricas del sistema (2). Gréficas de la propagacién en el
tiempo de macréfagos, bacterias y células T durante los primeros 300 dias.
En este caso las soluciones tienden al equilibrio endémico P;.

donde M es la primera coordenada del equilibrio inestable P». Aunque ambas
simulaciones numéricas fueron hechas con los valores de la tabla 2, el compor-
tamiento de las soluciones es totalmente diferente. En la figura 4 las soluciones
tienden a la soluciéon de equilibrio libre de infeccion Py, mientras que en la
figura 5 las soluciones tienden al equilibrio endémico P;.

Param. Descripcién Valor Unidad Referencia
Ay | Tasa de rep. de My 1000 Mdia~! [13]
ar | Tasa de elim. M; por T 3%10~° T—dia=! | Est. [13, §]
B | Tasa de infeccién 2.5%x10711 | B~ldfa=! | Est. [13, §]
Fy | Tasa de elim. B por My 10-¢ B~ldfa! |Est. [13, §]
kr | Tasa de reclutamiento de 7| 8% 1073 | TM~!'dia~! | Est. [13, §]
v Tasa de reproduccién de B 0.4 1/dia [13, 1]
pu | Tasa de muerte nat. My 0.003 1/dia [13, 8]
wr | Tasa de muerte nat. M; 0.01 1/dfa [13, 8]
up | Tasa de muerte nat. B 0.143 1/dfa Estimado
ur | Tasa de muerte nat. T 0.3 1/dfa [13, §]
Tmax | Numero maximo para T 50000 células T | Est.[13, §]
K | Capacidad de carga 10° bacterias [1]

TABLA 2. Datos utilizados en las simulaciones de las figuras 4 y 5. Para estos valores
se obtienen las siguientes cantidades: Ry = 0.9, Rp = 2.8, Rg = 2.5,
Ry, =21, p=0.52, Rf =0.24, n=0.18, n. = 0.86 y no = 0.04.
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Estas simulaciones numéricas sugieren que la rama inestable correspondien-
te a Py = (My, My, B,T) separa las regiones de estabilidad de Py y P;. Més
explicitamente, la condicién inicial (M (0), M1, B,T) con My (0) < My (resp.
My (0) > M) son cuencas de atraccién de Py (resp. Py). Lo anterior se confir-
ma en la figura 6, que muestra el curso temporal de My con diez condiciones
iniciales diferentes.

o o
o o ©
(3] 0 (8]

o
)

o
3

Macréfagos no infectados

o
»
5

o
o

0.55 L . L . .
0 50 100 150 200 250 300

Tiempo en dias
FIGURA 6. Simulaciones numéricas del sistema (2). Gréficas del transcurso temporal
de los macrafagos no infectados con diez condiciones iniciales muy cercanas
a My=0.8168.

Observemos que en el caso presentado en las figuras 4-6 se tiene Rg=2.8 y
R3=2.5, es decir que una bacteria puede producir 2.8 bacterias e infectar 2.5
macrofagos por dia. Como el bacilo del Mtb se multiplica en promedio cada
20 horas [6], los datos indican que las bacterias se estdn reproduciendo por
encima del promedio. Sin embargo, la eliminacién o progresién de la infeccion
depende de las condiciones iniciales. Por ejemplo, bajo las condiciones mencio-
nadas anteriormente tenemos que si la poblacién inicial de bacterias es 0.008 y
el ntimero de macréfagos no infectados es mayor que My = 0.8168, entonces la
infeccién es eliminada (véase la figura 4). Mientras que si la poblacién inicial
de macréfagos es menor que My se presenta una progresién de la infeccién
(véase la figura 5). Este comportamiento concuerda con diferentes reportes que
afirman que la contencién del patégeno generalmente falla cuando el estado in-
mune del hospedero cambia, lo cual suele ser consecuencia del envejecimiento,
desnutricién o la coinfeccién con el VIH [10, 3, 6].
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5. Discusion

El diseno de vacunas para la TB pulmonar es un campo en el cual se han
invertido muchos esfuerzos. Recientemente, se ha puesto de manifiesto que para
desarrollar una vacuna maés eficaz, es necesaria una mejor comprensiéon de la
relacién entre la respuesta inmune del hospedero y el bacilo de la TB. Como
en otras infecciones intracelulares, la principal respuesta inmune protectora es
la celular mediada en la que intervienen las células T [10]. Es por esto que
en este trabajo, nosotros propusimos y analizamos un modelo matematico de
la dindmica poblacional de macréfagos no infectados, macréfagos infectados,
células T y bacilos de Mtb dentro del granuloma.

El analisis cualitativo revela la existencia del punto de equilibrio libre de
infeccién Py = (1,0,0,0) y dos equilibrios endémicos P; y P, cuando Rp > 1.
Por otro lado, a partir del anélisis de estabilidad se establecen los siguientes
casos:

(1) Si el ntmero de infecciones secundarias producidas por un macréfago
infectado cuando el resto de la poblacién de macréfagos no esté infectada,
Rg, no supera el umbral p entonces

(a) La infeccién no se desarrolla cuando el nimero de bacterias produci-
das por la fracciéon de bacterias que evaden la respuesta del sistema
inmune es menor o igual que uno (R; < 1).

(b) La infeccién se desarrolla y persiste cuando el nimero de bacterias
producidas por la fraccién de bacterias que evaden la respuesta del
sistema inmune es mayor que uno (R; > 1).

(2) Si el nimero de infecciones secundarias producidas por un macréfago
infectado cuando el resto de la poblacién de macréfagos no esta infectada,
Rg, supera el umbral p entonces

(a) La infeccién no se desarrolla cuando el nimero de bacterias produci-
das por la fraccién de bacterias que evaden la respuesta del sistema
inmune, Ry, es menor o igual que un valor minimo (0 < R} < 1).

(b) La infeccién se desarrolla y persiste cuando el niimero de bacterias
producidas por la fraccién de bacterias que evaden la respuesta del
sistema inmune, Ry, es mayor que un valor minimo (0 < R} < 1).

El primer caso corresponde a la bifurcacién hacia adelante, en la cual el
equilibrio libre de infeccién Py se bifurca en el equilibrio endémico P; que puede
representar un estado de latencia o TB activa dependiendo de la cantidad de
bacterias. El segundo caso corresponde a la bifurcacion hacia atrds en la cual
el equilibrio libre de infeccién P, se bifurca en dos equilibrios endémicos; Py
asintéticamente estable y P, inestable.
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En la region R} < R; < 1 los equilibrios Py y P; son asintéticamente
estables, mientras que P es inestable, lo anterior implica que soluciones con
condiciones iniciales cercanas a P, se aproximaran a Py o P;, por lo tanto
P; representa TB latente mientras que P; representa TB activa. En la region
Ry > 1 el equilibrio P, pierde sentido biolégico, P, es asintéticamente estable
y Py es inestable.

Los resultados de este modelo predicen la existencia de una regién en la cual
las poblaciones iniciales de macréfagos, células T y bacterias son relevantes en el
desarrollo de la infeccién. En este caso dichas poblaciones iniciales determinan
cuando un individuo infectado pasa de TB latente a TB activa.
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