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Continuos tipo Knaster y sus modelos
geométricos

Knaster’s Type Continua and its Geometric Models
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REsUMEN. Un continuo tipo Knaster es un continuo homeomorfo al limite in-
verso de arcos con funciones de ligadura abiertas que no son homeomorfismos.
En este articulo presentamos los modelos geométricos de los continuos tipo
Knaster, construidos con una tnica funcién de ligadura.
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ABsTrACT. A Knaster’s type continuum is a continuum homeomorphic to an
inverse limit of arcs with open, non-homeomorphic bounding maps. In this
paper, we present geometric models of Knaster’s type continua with exactly
one bounding map.
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1. Introduccion

En 1910, L. E. J. Brouwer construye el primer continuo indescomponible (sin
usar este nombre, el término indescomponible fue introducido por Stefan Ma-
zurkiewics en 1920) para mostrar una curva del plano que es frontera de dos do-
minios y no se puede escribir como la unién de dos de sus subcontinuos propios,
dando respuesta negativa a una pregunta planteada por Arthur Schoenflies.
Usando las ideas presentadas en la construccién de Brouwer, Zygmunt Janis-
zewski muestra un continuo indescomponible, diferente al continuo de Brouwer,
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cerrectoria de Investigacién y Extensién de la Universidad Industrial de Santander, proyecto
8191.
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68 JAVIER CAMARGO & RAFAEL ISAACS

en el articulo “Sur les continus indécomposables” que escribié junto a Kazimierz
Kuratowski y fue publicado en 1920. Posteriormente, en 1924, Bronislaw Knas-
ter muestra una manera mas simple de describir el continuo de Janiszewski.
Esta descripcién es la que usamos hoy en dia y se puede ver en la figura 5.

Muchos anos después, en 1971, Kuykendall da condiciones necesarias y sufi-
cientes para que un limite inverso de una sucesion inversa de continuos métricos
sea indescomponible. Aunque es muy conocido que el limite inverso de arcos
con funcién de ligadura f(t) = 1 — |2t — 1| es homeomorfo al continuo de Janis-
zewski descrito por Knaster, no conocemos una referencia exacta de este hecho;
digamos que, es un hecho tan conocido que se menciona en articulos y eventos
académicos sin hacer mencién de ninguna referencia, tal vez, por la simplici-
dad que otorgan las herramientas que tenemos hoy en dia para aceptarlo como
cierto.

De lo anterior, es natural generar continuos que son limite inverso de arcos,
usando cualquier funcién de ligadura abierta en lugar de f(t) = 1 — |2t — 1|,
que no sea un homeomorfismo. Estos continuos, son ejemplos de continuos
indescomponibles y son conocidos como continuos tipo Knaster.

Este trabajo estd dividido en cinco secciones. En la tercera seccién, des-
pués de la introduccién y los preliminares, se construye como limite inverso
generalizado el producto del conjunto ternario de Cantor por el intervalo, es-
pacio topolégico que aunque no es un continuo, serd 1util para las siguientes
construcciones. En la seccién cuatro, presentamos de manera formal el modelo
geométrico para el continuo de Janiszewski; es decir, el continuo tipo Knaster
que es inducido con la funcién de ligadura f(t) = 1 — |2t — 1|. Finalizaremos
en la quinta seccién, mostrando una construccién general para cualquier conti-
nuo de este tipo y damos algunos ejemplos puntuales. Los datos histéricos que
mostramos en la introduccién los tomamos de [2].

2. Preliminares

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y diferente de vacio.
El conjunto de enteros positivos lo denotamos por N. Una funcién continua
f: X =Y sedice abierta si f(U) es abierto en Y, para cualquier abierto U de
X.

Sea X un espacio métrico compacto. El conjunto 2% = {4 C X : A es com-
pacto y no vacio} es llamado hiperespacio de X. Una funcién f : X — 2Y se
dice semicontinua superiormente en un punto x € X si y sélo si para cada
abierto V de Y que contiene a f(z), existe una vecindad abierta U de z en X
tal que si z € U, entonces f(z) C V. Una sucesidn inversa generalizada es una

sucesion de parejas {Xn, fott }nEN tal que X,, es un espacio métrico compacto
y fr s X, — 2% es una funcién semicontinua superiormente, para cada

n € N. A las funciones f7*! las llamaremos funciones de ligadura. El limite
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CONTINUOS TIPO KNASTER Y SUS MODELOS GEOMETRICOS 69

inverso generalizado lo definimos por:

@{Xnvf:frl} = {(xn)neN € H X, ixpn € f:zlJrl(InJrl) para cada n € N}
neN

Sabemos que @{Xm f,’l‘“} es un espacio métrico compacto y diferente
de vacio por [1, teorema 3]. Para mayor informacién acerca de limites inversos
generalizados ver [1]. Si f2*!: X,,1; — X,, es una funcién continua, entonces la
sucesion de parejas {Xn, o+l }n cn €8 lo que tradicionalmente conocemos como

sucesion inversa y ]'rn{Xn, fﬁ*l} es el espacio limite inverso. Si X,, = X y

ol = f para todo n € N, entonces la sucesién inversa la denotaremos por
{X, f} y su limite inverso (generalizado) por fm{X, f}.

Definicién 1. Un continuo Z lo llamaremos continuo tipo Knaster, si existe
una funcién abierta f : [0,1] — [0,1] tal que f no es un homeomorfismo y

Z =1im{[0,1], }.

Un continuo tipo Knaster tiene las siguientes propiedades:

e Es indescomponible y por tanto irreducible; es decir, no se puede escribir
como la unién de dos de sus subcontinuos propios.

e Es encadenable plano: se puede encajar en el plano y cubrir con cadenas
de discos tan pequenos como se quiera.

e Es hereditariamente unicoherente: cualquier subcontinuo es unicoherente
pues, la interseccién no vacia de dos subcontinuos es otro continuo.

e Tiene dimensién 1.
e Es arco-continuo: todo subcontinuo propio y no degenerado es un arco.

En general, los continuos tipo Knaster han servido como ejemplo y motivacion
de muchas investigaciones en topologia desde la apariciéon del primer continuo
con estas caracteristicas a principios del siglo XX.

Sean f,g : X — Y funciones continuas. Diremos que f y ¢ son equiva-
lentes si existen homeomorfismos hy y hs tales que hg o f = go hy. En [5,
(1.3), pdg.184], se muestra que si f : [0,1] — [0,1] es una funcién abierta,
entonces existen 0 = ¢p < ¢ < -+ < ¢p_1 < ¢, = 1 tales que f [eisciz]
[¢i, cit1] — [0,1] es un homeomorfismo, para cada i € {0,...,n — 1}. De es-
to, se sigue que cualquier funciéon abierta es equivalente a una funcion T,
donde la gréfica de T, es la uniéon de n segmentos de recta que une los pun-
tos (0,0),(1/n,1),...,((n = 1)/n,0),(1,1) si n es impar o une los puntos
(0,0),(1/n,1),...,((n — 1)/n,1),(1,0) si n es par. Esto lo explicaremos con
detalle més adelante.

Cada continuo tipo Knaster lo denotaremos por K, para algin entero po-
sitivo n, donde K,, = @{[0, 1],Tn}.
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70 JAVIER CAMARGO & RAFAEL ISAACS
3. {0,1}" x [0,1] como limite inverso

En lo que sigue usaremos el sistema de numeracién binaria. Esto es, cada
t € [0,1] lo representaremos (no necesariamente de manera unica) como ¢ =
0.a1aza3 - -+, donde a, € {0,1} para cada n € N. Escribiremos 0.a1b para
expresar que b se repite infinitamente, es decir, 0.a1b = 0.a,bbbb - - - .

Sea g : [0,1] — 2% la funcién multivaluada definida de la siguiente forma:

10t, si te0,0.1);
gt)=4{0,1}, si ¢t=0.1 (1)
10t—1, si te(0.1,1].

Esta funcién se puede escribir simplemente como
g(t) = 0.a2a3aq---, donde t=0.a1a2a3-" -

Esta funcién tiene dos imégenes tinicamente si t = 0.1 = 0.011 que son: g(0.1) =
0y g(0.011) = 0.11 = 1, como en (1).

Es fécil ver que g es semicontinua superiormente. Sea {[O, 1], g} una sucesion
inversa. Entonces @1{[0, 1], g} es un espacio métrico compacto y diferente de
vacfo, por [1, teorema 3].

De la definicién de limite inverso y (1) se puede deducir facilmente la si-
guiente observacion.

Observacion 2. Una sucesién (T,)nen € @{[0, 1],9} si y sélo si existe

una sucesién (r,)nen € {0,1}N tal que, si 21 = 0.ajaz---, entonces z, =
0.7rp_1---T101092 - - -, para cada n > 2.

La observacién anterior incita de manera natural una funcién ¢ : {0, 1} x
[0,1] — @1{[0, 1],9}. Seat = 0.a1az -+ un punto en [0,1] y (ry)nen € {0, 1}
Definamos ¢ por

<P((Tn>n€N; t) = (In)neNa donde
r1 = O.Cblaz ttt (2)

Ty =0.rp_1---T1Q102 - - .
Note que ¢ esta bien definida.
Proposicién 3. Sea ¢ : {0,1}N x [0,1] — ]&1{[0, 1],9} la funcion definida

en (2). Entonces ¢ es un homeomorfismo.

Demostracién. Probemos que ¢ es una funcién continua. Sea U = ﬁ?l(U )n
@{[0, 1],g} un abierto en @{[0,1],9}, donde U es un abierto en [0,1] y
j € N. Sea ((rn)nen,t) € ¢~ *(U). Supongamos que t = 0.aragas---. Por la

definicién dada en (2), sabemos que si cp((rn)neN, t) = (Zn)nen, entonces r1 =t
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Yy Tp = Tp—1--:T1a1a2---, para cada n > 2. Ademds, como (z,)neny € U,
T :O.Tj_l-'-Tlalag'-'E U.
Tomando los j — 1 primeros términos de la sucesién (r,)nen, definamos
f:10,1] = [0,1] por
f(Oblb2b3) ZO.Tj_l-"lele"' 5 (3)

para cualquier 0.b1b2bs - -+ € [0, 1]. Es fdcil ver que f es una funcién continua.
Asi, sit € f~1(U), donde U es el abierto que usamos en la definicién de U,
existe un abierto W en [0,1] tal que t € Wy f(W) C U.

Sea W = ([I,.ex Va) x W abierto en {0,1}" x [0, 1], donde V;, = {r,,} para
nefl,....j—1}y Vi, ={0,1} sin > j. Note que ((rn)nen,t) € W. Ademés,
observe que si ((sn)nen,!) € W, entonces m; (¢ ((sn)nen, 1)) = f(t) € U. Asi,
(W) CU y @ es continua.

Mostremos ahora que ¢ es inyectiva. Sean ((rn)neN,t) y ((sn)neN, l) pun-
tos en {0,1} x [0,1] tales que go((rn)neN,t) = go((sn)neN,l) = (Zn)nen-

Sabemos por (2), que t = | = 1. Sea x; = 0.a1a1a3---. Supongamos
que r; = s; para cada ¢ € {1,...,k — 1}. Entonces zpi1 =
0.7rxrk_1---r1a1a2--- = 0.8xSk_1---S1a1a2---, que reemplazando, tenemos
que Tg41 = 0.rgrg—1---7m10109 -+ = 0.8pTk—1 - -Tr1a1a2---. De lo anterior,

facilmente se sigue que r; = si. Asi, ((TH)HGN, t) = ((sn)neN, l) v @ es inyecti-
va.

Por otra parte, si (Tn)nen € @1{[0, 1],g9}, entonces sabemos que z; =
0.b1b2bs -+ y T = Tp—1--T1b1by - -+ para algunos r1,7r2,...,7,—1 en {0,1} y
cadan > 2, por la observacion 2. Luego, tomando ((ry)nen, z1) € {0, 1}x[0, 1]
podemos verificar que <P((7”n)neN, a:l) = (@n)nen con lo que podemos concluir
que ¢ es sobreyectiva.

Vimos que ¢ es una biyeccién continua y ademas, como ¢ esta definida entre

espacios métricos compactos, ¢ es cerrada y por tanto, ¢ es un homeomorfismo,
por [5, (1.4), pag.25]. ™

Es bien conocido que el espacio de Cantor es homeomorfo al espacio produc-
to {0, 1}, Asi, por la proposicién 3, el limite inverso @{[0, 1],9} lo podemos
representar como mostramos en la figura 1.

0

Ficura 1. {0,1}" x [0, 1].

{0, 13"
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72 JAVIER CAMARGO & RAFAEL ISAACS

4. Continuo generado por la funcién tienda

La funcién abierta més sencilla definida en el intervalo cerrado [0, 1] que no es
un homeomorfismo, es la funcién cuya grafica es la unién de dos segmentos de
recta, uno que une los puntos (0,0) y (1/2,1) y, otro segmento que une (1/2,1)
con (1,0). Esta funcién es conocida como la funcidn tienda. En esta seccién
describimos el modelo geométrico del continuo tipo Knaster que es generado
con la funcién tienda.

Sea T : [0,1] — [0,1] la funcién definida en sistema binario por:

10t i te]|0,0.1];
=10 00
10-10t, si telo.1,1].

La funcién T es conocida como la funcién tienda. Sea t = 0.a1a2as3---. Si
t € [0,0.1], entonces ¢ lo podemos representar de la forma ¢ = 0.ajazas - -,
donde a7 = 0. Asi, 10t = a;.az2as - -- = 0.azas3 - - - . Por otra parte, si t € [0.1, 1],
entonces representamos t = 0.ajagas---, donde a; = 1. Luego, 10 — 10t =
10—aj.asaz - -- = 10—1l.asas - -- = 0.(1—az)(1—ag) - - - De lo anterior, podemos
escribir la funcién tienda de la siguiente manera

() = {g.CLQClg RN s% t i 0.0azas - - ; (4)

(l—az)(1—ag)---, si t=0.1agasz---.

Sea Ko = @1{[0, 1], T}. El continuo /5 es el primer ejemplo de un continuo
tipo Knaster y lo describimos geométricamente en esta seccion.
Definicién 4. Sean (r,)nen € {0,1}Y y t = 0.a1aza3 - -+ en [0,1]. Definamos

¢ : {0,111 x [0,1] — K2 por ¢((rn)nen:t) = (zn)nen inductivamente de la
siguiente manera:

(1) zZ1 = t= 0.@1@2@3 HR

(2) Sizk = 0.b1babs - - -, entonces

. - 0.0blbzb3 ey si Ty = 0;
T 011 - b)) (1 =) (1 —bs) -, si =L

De la definicién de T' que dimos en (4), es facil ver que T'(zx+1) = 2z para
cada k € N. Asi, (z5,)nen € K2 v ¢ estd bien definida.

Proposicién 5. Sea ¢ : {0,1}x[0,1] — K2 la funcion dada en la definicion 4.
Entonces ¢ es una funcion continua y sobreyectiva.
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Demostracién. Sea U = ;' (U) N K2 abierto de Ko, donde U es abierto en
[0,1] y k € N. Sea ((ry)nen,t) € {0,1}Y x [0,1] tal que ¢((rn)nen,t) € U. Sea
gr; + [0,1] — [0,1] definida por g,;(0.bibobz---) = 0.0b1bobs---, si r; = 0,
6 gr;(0.bybobz---) = 0.1(1 — by)(1 — b2)(1 — b3)---, si r; = 1, para cual-
quier 0.b1babs - - - € [0, 1]. Note que fijando cualquier término r; de la sucesién
("n)nen, gr; es una funcién continua. Sea g = g,,_, o ---o g, una funcién con-
tinua. Como ¢(t) € U existe un abierto W de [0,1] tal que t € Wy g(W) C U.

Sea W = ([I,.ex Va) x W abierto en {0,1}" x [0, 1], donde V;, = {r,,} para
ne{l,....,k—1}y V,, = {0,1} si n > k. Asi, ((rn)neN,t) € W y, como
T (¢(W)) = f(W) C U, tenemos que ¢(W) C U. Por tanto, ¢ es continua.

Finalmente, mostremos que ¢ es sobreyectiva. Sean (wn)neny € Ko y t =
wi. Para cada n € N, definimos r,, = 0, si w41 = 0.0d1de -+, y r, = 1 si
Wnp41 = 0.1ereg - - -, para algunos d;, e; € {0,1}. Observe que hay dos posibles
formas de escoger r, si w,4+1 = 0.1. En cualquier caso, tenemos una sucesién
(rn)nen € {0,131 tal que gb((rn)neN,t) = (wn)nen. Por consiguiente, ¢ es
sobreyectiva.

Como ¢ es una funcién definida entre espacios métricos compactos, ¢ es una
funcién cociente. De esta forma el conjunto {¢_1 ((zn)neN) : (Zn)nen € ICQ} es
una descomposicién de {0, 1} x [0, 1] donde el espacio cociente es homeomorfo
a Ka, por [4, teorema 3.21].

Lema 6. Sean ((rn)neN,t) Y ((sn)neN,l) puntos de {0,1} x [0,1] tales que
(b((rn)nENat) = ¢((Sn)n€Nul)_: (Zn)nEN-_Si Tm 7é Sm parg algzin m 2 2;
entonces zmy1 = 0.1 = 0.011, z,, = 0.11 = 1 y z; = 0.00 para cada i €
{1,...,m —1}.

Demostracion. Sea z,, = 0.b1bsbs---. Supongamos que r,, = 0y s, = 1.
Por la definicién 4, tenemos que 2,41 = 0.0b1b2bs - -+ para ry,, =0y 21 =
0.1(1—=b1)(1—bo)(1—b3)--- para s,, = 1. Asi, es facil ver que b; = 1 para cada
i €Ny zpi1 =0.01T=0.1. Como (z,)nen € K2, 2m = T(2ms1) =011 =1y
2 =0.00 para i€ {1,...,m —1}. o

A continuacién describimos la relacién de equivalencia inducida por la fun-
cién ¢ en el espacio {0, 1} x [0, 1].

Teorema 7. Sea ¢ : {0,1} x [0,1] — K2 la funcion dada como en la de-
finicion 4. Entonces dos puntos ((rn)nen,t) y ((sn)nen,1) en {0,131 x [0,1]
tienen la misma imagen bajo ¢ si y sélo si se satisface alguna de las siguientes
afirmaciones:

(1) ((Tn)nGNat) = ((Sn)nGNvl);

(2)t=1=1,r1#s yr;=s; paracada i>2
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B)t=1=0,r1=s1=1,19#83yr;=s; paracada 17> 3,

(4) t=1=0, existe m > 3 tal que 7, # Sm, Tm-1=Sm-1=1,71, =5, =0,
parai € {1,...,m—2}, y r; = s; para cualquier i > m + 1.

Demostracion. Es ficil verificar que si ((TH)HGN, t) y ((sn)neN, l) son puntos
en {0, 1} x [0, 1] que satisfacen cualquiera de las cuatro afirmaciones dadas en
el enunciado del teorema, entonces ¢((rn)neN, t) = ¢((sn)neN, l).

Supongamos ahora que ((rn)neN,t) y ((sn)neN, l) son puntos en {0, 1} x
[07 1] tales que ¢((Tn)n€Nat) = ¢((Sn)n€N;l) = (Zn)neN- Si ((Tn)neNat) =
((sn)neN,l) se satisface (1), luego supongamos que ((TH)HGN,t) #+ ((sn)neN,l).
Sabemos, de la definicién 4, que t = | = z;. Ademds, notemos que, por el
lema 6, podemos asegurar que existe un unico m € N tal que r,,, # $p,.

Tomemos 71 # s1. Por la definicién 4 y el argumento que usamos en la
prueba del lema 6, podemos decir que z; = 0.1 = 0.011 y por tanto z; = t =
I =1, con lo que tenemos (2).

Ahora miremos que sucede si 7 # sp. Entonces z3 = 0.1 = 0.011, 25 =
011=1y 2 =t =1=0.00. Como ¢t = 0.00, de la definicién 4, zo = 0.000, si
r1 =5, =0,y 20 =0.11, si r; = 51 = 1. De lo anterior, la tinica posibilidad es
que 71 = s1 = 1 y tenemos (3).

Finalmente, supongamos que r,, # s, para algin m > 3. Sabemos que
Zms1 = 0.1 = 0.011, 2z, = 0.11 = 1 y 2; = 0.00 para cada i € {1,...,m — 1},
por el lema 6. Asi, t = [ = 0.00 = 0. Veamos ahora que r; = s; = 0, para
1 €{1,...,m — 2}. Supongamos que rp = 1 para algin k € {1,...,m —2} y
r; = 0, para j < k. Entonces, 2541 = 0.11 = 1y, por tanto, 2542 = 0.1 = 0.011.
Como (zn)nen € Ka, podemos ver que z; # 1 para cada j > k + 2. Note que
ke{l,...,m—2}y k+2 < m, pero esto contradice que z,, = 1. Con lo que
concluimos que r; = s; = 0, para i € {1,...,m — 2} y tenemos la prueba de

(4). o

Es bien conocido que el espacio de Cantor en el intervalo cerrado [0, 1]
estd formado por los puntos que, en base 3, se pueden escribir Gnicamente con
0’s y 2’s. Esto es, cada t en el espacio de Cantor, lo podemos escribir como
t = 0.a1aza3 - - -, donde a; € {0,2}, para todo i € N. De esta forma, cada punto
de la forma 0.0azag - - - estd en [0,1/3] y cada punto 0.2azas3 - - - en [2/3,1]. A su
vez, 0.00as - -+ estd en [0,1/9], 0.02a3--- en [2/9,1/3], 0.20a3 - -- en [2/3,7/9]
y 0.22a3 - - - estd en el intervalo cerrado [8/9, 1].

Si reemplazemos 2 por 1 y vemos la representacién 0.ajazas - - - como una
sucesién (a1, asg, as, . ..), podemos representar los puntos del espacio de Cantor
como mostramos en la figura 2.

Con lo anterior, podemos identificar que la relacién dada en el numeral (2)
del teorema 7 se hace sobre puntos en {0, 1} x {1} como mostramos es la
figura 3.
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(0,0,...) (0,1,1,...) (1,1,0,...)
fe——1 > >
I | fe—— fe——i
0,...) (1,0,...) 1,1,...)
' (1,...) '

FIGURA 2. Representacién del espacio de Cantor

a N
/ /S NN NN
/] AU U Y
0
fe———— fe————
(0,72,73,...) 1,7r2,73,...)

FIcura 3. ((0,72,73,...),1) ~ ((1,72,73,...),1).

De manera similar, la relacién que presentamos en el teorema 7(3), la mos-
tramos en la figura 4. Observe que esta relacion se hace en la segunda mitad
del conjunto {0, 1} x {0}.

(1,0,’/’37 .. ) (1, 1,7"37 .. )
[ B |

0 A

FIGURA 4. ((1,0,73,...),0) ~ ((1,1,73,...),0).

Continuando, con la relacién descrita en el numeral (4) del teorema 7, para
cada m > 3, podemos ver que el espacio cociente, el cual es homeomorfo a
KCa, es el que mostramos en la figura 5 (para una descripcién detallada de este
espacio ver [3, Fig.4, pdg.205]).

5. Modelos de continuos tipo Knaster

En esta seccion, describiremos geométricamente cualquier continuo tipo Knas-
ter, basados en las construcciones que usamos en la seccién anterior.
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FiGurA 5. Un modelo geométrico de KCa.

Sea Ty, : [0,1] — [0, 1] una funcién continua y abierta. Por [5, (1.3), pdg.184],
podemos suponer que la grafica de T, es la unién de n segmentos de recta, que
unen sucesivamente los puntos (0,0), (1/n,1), (2/n,0),...,(1,0), si n es par, o
(0,0),(1/n,1),(2/n,0),...,(1,1), si n es impar.

Sea t € [0,1]. En adelante, supondremos que ¢t = 0.a1aza3--- donde a; €
{0,--- ,n — 1}, para cada i € N; es decir, ¢ lo representaremos en base n.

Definamos h : [0,1] — 2[®1 la funcién multivaluada definida por
h(0.a1aza3-+) = 0.azazay - --. Es fdcil ver que h es semicontinua superior-
mente y por tanto ]&1{[0, 1], h} es un espacio métrico compacto y diferente
del vacio, por [1, teorema 3]. Mas atin, en la prueba de la proposicién 3, po-
demos simplemente cambiar el conjunto {0,1} por {0,...,n — 1} y obtene-
mos que la funcién definida en (2), es en realidad un homeomorfismo entre
{0,...,n—1}"x[0,1] y l(lln{[o, 1],h}. Asi, es inmediata la prueba del siguiente
teorema.

Teorema 8. Sea ™ = {0,1,...,n—1}, (rp)neny € BV yt = 0.a1az2a3 - -- € [0, 1].
Entonces la funcién ¢ : XN x [0,1] — ]'&n{[o, 1], h} definida por

(P((rn)nENu t) = (xn)nENa donde
1 =0.a1a2---, y

Ty =0.rp_1---T10102 -,

es un homeomorfismo.

De lo anterior, representamos el espacio @{[O’ 1], h} como mostramos en
la figura 6.

A continuacién, definiremos formalmente la funcién T,, : [0,1] — [0,1],
usando la numeracién en base n.
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0,1,73,...) (I,n—1,r3,...) (n—1,0,0,74...)
H H H
P P P
(0, 79,73, ...) A, 7rg,r3,...) (n—1,r3,73,...)

Ficura 6. ¥V x [0,1].

Definicién 9. Sea t = 0.a1aza3 ..., donde a; € X, para cada i € N. Entonces
T, : [0,1] = [0, 1] lo definimos por:
To(t) = O.asas-- -, sit=0.a1a2a3---, y a1 es par;
" 0.n—1—as)(n—1—as)---, sit=0.a1a2a3 -+, y a; es impar.
Es féacil verificar que T, (O.in — 1) = T, (O.i + 16), para cada @ €
{0,...,n — 2}, de lo que podemos concluir que T, es una funcién continua.

Definimos IC,, = @1{ [0, 1], Tn}. Ahora, tomando la misma idea que mostramos
en la definicién 4, tenemos la siguiente descripcién natural:

Definicién 10. Sean (r,)neny € XN y t = 0.a1a2a3--- en [0,1]. Definamos
£: XN x[0,1] = Ky por £((rn)nen, t) = (2n)nen inductivamente de la siguiente
manera:

(1) 21 =t =0.a1a2a3-;

(2) Sizk = 0.b1babs - -, entonces

; _J0.rgbibabs - - -, si 7y es par;
S Org(n—1—0b1)(n—1—0bo)(n—1—"b3g)---, si 7 esimpar.

De la definicién 9, es facil ver que Ty, (zx4+1) = 2k, para todo k € N; es
decir, (zn)nen € 2y v la funcién £ estd bien definida. Reescribiendo la prueba
de la proposiciéon 5 para nuestro conjunto ¥, podemos concluir que £ es con-
tinua y sobreyectiva. Luego solo nos resta describir la relacién de equivalencia
que induce la funcién ¢ sobre el conjunto XN x [0, 1] para obtener el modelo
geométrico de /C,,.

Sean ((ry)nen, t) ¥ ((Sn)nen, 1) puntos en EVx [0, 1] tales que £ ((rn)nen, t) =
f((sn)neN, l) = (2n)nen. Claramente, t = [ = z;. Sea z; = 0.ajaza3 - - -, donde
a; € ¥ para todo ¢ € N. Supongamos que existe un k € N tal que ry # si.
Sea zp = 0.bybabs---. Si r, y sp son pares, entonces zp41 = 0.rpbibe - =
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0.8xb1bo - - . Pero esto claramente contradice que 1, # sk. De la misma ma-
nera tenemos una contradiccién si r, y Sk son impares. Supongamos ahora
que 7y es par y si impar. Entonces, por la definicién 10, zgx1 = 0.rgb1bgy -+ - =
0.sgx(n—1-=b1)(n—1—02) - - -. Tenemos dos posibles soluciones de esta igualdad:

(1) b; =0, para cada i € N, y 1, = s + 1. Esto es, r; y s son consecutivos
y el mayor debe ser par.

(2) b =n—1,paracadai € N,y rp = sp—1. Esto es, i, y s son consecutivos
y el mayor debe ser impar.

Antes de dar la descripcion de la relacion enunciaremos un lema que nos
ayudara a tener una idea previa de este cociente.

Lema 11. Sean ((Tn)neN,t) Yy ((Sn)neN,l) puntos en XN x [0,1] tales que
§((Tn)n€N,t) = {((sn)neN,l) = (2n)nen- Entonces:

(1) Sirg # sg para alguna k, entonces r; € {0,n — 1}, para todo i < k;

(2) Siry # si para alguna k, entonces r; = s; para todo i # k.

Demostracion. Supongamos que r, # Sk, para algun k. Entonces, por el
analisis hecho previamente al enunciado de este lema, r; y si deben ser conse-
cutivos y ademas, b; =06 b; = n—1, para todo ¢ € N, donde zx = 0.b1b2b3 - - .
Supongamos que 7; ¢ {0,n — 1} para algin i € {1,...,k — 1}. Entonces z;41
no puede ser 0 = 0.0 ni 1 = 0.n — 1 (ver definicién 10). Como (2,,)nen € Kn; €s
decir, Ty, (2i+1) = zi, tenemos que z; 1 no puede ser tampoco 0 ni 1, e induc-
tivamente tenemos que z; no puede ser 0 ni 1, para ninguna j > ¢ 4 1, por la
definicién 9. Pero esto contradice que zi = 0.b1b2bs---, donde kK > iy b; =0
6 b; =n — 1, para todo i € N. As{, r; € {0,n — 1}, para todo ¢ < k.

Para probar la segunda parte. Supongamos de nuevo que ry # S, para
alguna k. Notemos que ri y sg son consecutivos; tomemos 7 par y si impar.
Como zk41 = 0.rgb1by - = 0.5x,(n—1—b1)(n—1—"bs) - - -, tenemos que alguno
de los dos, 1, 0 s, no puede estar en {0,n — 1}. Asi, zj 41 es diferente a 0y 1,
por la definicién 9, y z; no puede ser 0 ni 1 para ninguna j > k+ 1, con lo que
nuestra afirmacién se sigue de la primera parte.

Para hacer una descripcién detallada de la relacién de equivalencia que la
funcién ¢ induce sobre XN x [0, 1], debemos hacer una diferencia si n, el cardinal
de X3, es par o impar. Las dos demostraciones son esencialmente la misma, luego,
mostraremos tnicamente una prueba del caso cuando n es impar.

Teorema 12. Sea ¢ : V% [0,1] = K,, la funcién dada como en la definicién 10,
donde n es impar. Entonces dos puntos ((rn)nen,t) ¥ ((Sn)nen,!) en ZNx[0,1]
tienen la misma imagen bajo ¢ si y sélo si se satisface alguna de las siguientes
afirmaciones:
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(1) ((Tn)nGNat) = ((Sn)nGNyl);

(2)t =s =1=0n-—1, existe kK € N tal que r es par, rp = s — 1,
r; =8 =mn—1, paracadai € {1,...,n— 1}, y , = s; para cada
1> k+1;

(3) t =5=0.0, existe k € N tal que 74, es par, 7, = s + 1, 7; = 5; = 0, para
cadai e {l,...,n— 1}, yr; =s; paracadai > k+ 1.

Demostracion. Sean ((rn)nen,t) y ((Sn)nen,l) en XV x [0,1]. Es fécil ver
que si los puntos satisfacen alguna de las afirmaciones (1), (2) o (3), entonces
5((Tn)neNa t) = 5((3n)n6N7 l)-

Supongamos que 5((rn)n€N,t) = 5((sn)n€N,l) = (2n)nen. Por la defini-
cion 10, sabemos que z; = t = [. Ademas, por el lema 11, si ((rn)neN,t) #*
((sn)neN, l), entonces existe un unico k € N tal que ry # si.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que r; < si y 7 par. Como r; y
sx deben ser consecutivos, tenemos que 1y = s — 1. Por la definiciéon 10 de &,

sabemos que zp4+1 = 0.75b1b2b3 - - = 0.5,(n—1—b1)(n—1—by)(n—1—b3)---,
de lo que se sigue que b; = n — 1, para cada ¢ € N. Pero, como n es impar, no
es dificil ver que t =0n—1yr, =n—1, parai € {1,...,n— 1}, con lo que

tenemos la condicién (2).

De manera similar se obtiene la afirmacién (8) cuando s < r y 71 es par.
De esta manera descartamos todas las posibilidades y tenemos la prueba de
nuestro teorema. o

A continuacién en la figura 7, mostramos de acuerdo al teorema 12, la
representacién geométrica de los continuos tipo Knaster C3 y ICs.

FIGURA 7. K3 y Ks, respectivamente.

Finalizaremos nuestro articulo enunciando un teorema cuya demostracién
es muy similar a lo que hemos desarrollado en el teorema 12, donde describimos
la relacién de equivalencia sobre XN x [0, 1] para obtener un modelo geométrico
de IC,,, cuando n es par.
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Teorema 13. Sea ¢ : ¥V x [0,1] = K,, la funcién dada como en la definicion
10, donde n es par. Entonces dos puntos ((rn)nen,t) y ((sn)nen, 1) en XN x[0,1]
tienen la misma imagen bajo ¢ si y sélo si se satisface alguna de las siguientes
afirmaciones:

(1) ((Tn)nENat) = ((Sn)nENal);
(2)t=s=1=0n—-1,7 par, 1 =81 —1 yr; = s;, para cada i > 2;

(3) t =5 =0.0, eviste k > 2 tal que ry es par, T, = sk, — 1, Tp_1 = Sp_1 =
n—1,r =s =0, para cada i € {1,...,n— 2}, y r; = s; para cada
i>k+1;

(4) t =5=0.0, existe k € N tal que ry es par, 1, = s+ 1, r; = 5; = 0, para
cadai € {1,...,n—1}, yr; = s; para cada i > k + 1.

Usando el teorema 13, mostramos en la figura 8 el modelo del continuo tipo
Knaster Ky4.

FiGura 8. K4.
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