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REsuMEN. En este trabajo, probamos existencia y unicidad de soluciones,
asi como la validez de un principio de comparaciéon para un modelo discreto
asociado a un problema de difusién no local con condicién de Neumann. De-
mostramos que las soluciones del modelo discreto convergen a las soluciones
del modelo continuo cuando el parametro de la malla va a cero. Finalmente
mostramos algunos experimentos numéricos.
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ABsTRACT. In this work we prove the existence and uniqueness of solutions
as well as the validation of a comparison principle for a discrete model as-
sociated to a nonlocal diffusion problem with Neumann conditions. We show
that the solutions for the discrete model converge to the solutions of the con-
tinuous model when the mesh parameter goes to zero. Finally, we perform
some numerical experiments.
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1. Introduccion

El estudio de los modelos de difusiéon no local ha tomado relevancia en los
ultimos anos, especialmente por dos razones: la primera es debida a que una
gran cantidad de fendmenos que se producen en muchas ramas de las ciencias
pueden ser modelados por problemas de este tipo y la segunda es debida a que
se ha visto que éstos modelos comparten muchas propiedades semejantes con
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los problemas locales, mas ain, en algunos casos especificos las soluciones de
éstos pueden ser aproximadas por soluciones de problemas no locales [6].

Una gran variedad de estudios analiticos se han realizado sobre ecuaciones
de difusién no local. Algunos de estos estudios hacen referencia a la ecuacion

ug(z,t) = (J xu)(z,t) —u(x, t) = / J(x —y) [u(y,t) - u(x,t)} dy, (1)

n

y variaciones de ésta, ver [1], [4], [5], [7]. En muchos de los casos estudia-
dos, J : R® — R representa una funcién no negativa, suave, simétrica, ra-
dialmente decreciente, de soporte compacto y con integral unitaria, esto es

/ J(z)dz = 1. En [7], si u(z,t) representa la densidad en la posicién z en el

inslante de tiempo ¢ y si J(x —y) es la probabilidad de saltar de la posicién y a

la posicién z, entonces, (J *xu)(x,t) = J(x — y)u(y,t) dy es la razén con la

cual los individuos estan arribando al puE‘:o x desde todas las demas posiciones,

y —u(x,t) = / J(y — x)u(z,t) dy es la razén con la cual los individuos estan
Rn

dejando la posicién z para viajar a los demés lugares. Por lo tanto, en ausencia
de fuentes externas o internas, las anteriores consideraciones llevan a que la
densidad u debe satisfacer la ecuacién (1). Nétese que el valor de u depende
de = y de todos los valores cercanos a x a través de la convolucién J * u, razén
por la cual (1) es llamado modelo de difusién no local.

Recientemente, Bogoya y Gémez en [3], estudiaron el modelo de difusién
no local, dado por la ecuacién

w(at) = /Q J(@ — ) (u(y,t) — ule,1)) dy + /8 G- as,

u(z,0) = ug(x),

para (z,t) € Q x (0,T), up € L' () una funcién no negativa y  C R™ un
dominio acotado con frontera suave. Ademds J, G : R™ — R son funciones
no negativas, continuas, suaves, simétricas (J(z) = J(—z), G(z) = G(-2)),
radialmente decrecientes, de soporte compacto y con integrales unitarias, es
decir J(x)dr = 1,/ G(z)dz = 1. La funcién g € LS [(0,00); L' (99)]

Rﬂ, RTL
es regular y positiva. La segunda integral en (2) tiene en cuenta el flujo de

los individuos que entran a través de la frontera de 2. Estas consideraciones
permiten definir la condiciones de Neumann. En [3] se demuestra la existencia
y unicidad de las soluciones de (2) y la validez de un principio de comparacién.

Si en (2) consideramos el caso unidimensional (n = 1), con Q = [-L, L],
tenemos el siguiente problema para (z,t) € [-L, L] x (0,T):
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L
wlat) = [ I =)l t) ~ ule.0) dy +
L
3
Gla+ Dg(~L 1) + Gla — Dg(r,1),
u(z,0) = up(x).
Al igual que los modelos continuos de problemas no locales también se ha
presentado un gran interés por el estudio de los modelos discretos asociados a
los modelos continuos, como es el caso de los trabajos realizados en [2], [8].

El modelo discreto. El objetivo de este trabajo es analizar el modelo dis-
creto asociado a (3). Se asume que el soporte de J es el intervalo [—r, ], donde
0 < L < r. Discretizamos la ecuacién (3) en la variable espacial z, dejando
a la variable temporal ¢ continua. Descomponemos el intervalo [-L, L] en 2N

L
partes iguales. Si h = N > 0 (el pardmetro de discretizacién), obtenemos el
conjunto de nodos

A={-L=2_y<--<zi=ih<---<azy=L}

Discretizando las integrales involucradas, el modelo discreto asociado a (3)
se reduce a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, donde para cada
nodo z; se tiene

)= Y RI(AG - 9) (us(0) ~ wi(0) +

(4)
G(h(i+ N))g—(t) + G(h(i = N)) g4 ()

ui(0) = uo(z:),
con =N <i < N, g_(t) = g(=Nh,t) y g4 (t) = g(Nh, ).

El trabajo estd organizado como sigue: En la seccidn 2, estudiaremos la exis-
tencia y unicidad de las soluciones de (4), asi como la validez de un principio
de comparacién para las soluciones. En la seccién 3, estudiaremos la consisten-
cia del modelo discreto, y en la seccion 4, presentaremos algunos experimentos
numéricos.

Observacion 1. Como las funciones J, G satisfacen

/RJ(() ¢ =1, /Ra(a) o =1,

se tiene que su discretizacién correspondiente satisface

j=N j=N
> hJ(h(i-j5) <1, > hG(h(i - j5)) < 1.
j=—N j=—-N
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2. Existencia y unicidad

La existencia y unicidad de las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias (4) es consecuencia del teorema del punto fijo de Banach. Para ver
esto, usaremos el andlogo discreto a L', el espacio Z}L = {(uz)} dotado de la

norma
lully = Z hluil.

Sea to > 0 fijo. Consideramos el espacio de Banach B = C([0,t];1})
dotado con la norma

i=N

ol = i Wl = s 3 bl ()

Consideremos el subespacio cerrado de Bg) definido por
AZ) = {w: (W_p,...,wN) € BZ) (0 <w; < 2(wg)gy, = fN,...,N}
y el operador TI}U‘0 : A?O — A?O definido como

t J=N

(TZZOw( (wo)i / Z hJ (i—7) ( i(s) — wl(s)) ds +

j=—N

/ (G(hi + N))g(s) + G(hli = N))gi(s)) ds,  (5)
0
parai=—N,...,N.

Respecto al operador definido por (5), tenemos el siguiente resultado:

Lema 2. El operador (5) se encuentra bien definido como aplicacidn de A,}}U
sobre A?O.

Demostracion. Para 0 < t; < ty < tg tenemos que

<

b

(T, (w(t2))) = (T, (w(t2)

/ Z h Z hJ (h(i — §))|w;(s) — w;(s)|ds +

t

1 j=—

/t2 i: h(G(h(i+N))9—(5) + G(h(i - N))g+(s)) ds <

(Crllw | +K) (t2 — ta),
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donde C es una constanttjev positiva y de la observacién 1 se tiene que K es una
1=
constante positiva tal Z h(G(h(i + N))g—(s) + G(h(i — N))g+(s)> < K.
Del anélisis anterior sel:i;t;fe que el operador Tu'jo es continuo en (0, %o).

Razonando en forma anéloga, para ¢t = 0 obtenemos:

/0 Z h hJ (h(i = 7)) |w;(s) — wi(s)| ds +

t i=N

/O S h(G(h(i+ N))g—() + G(h(i — N))g(s)) ds < Cat,

i=—N
donde C5 una constante positiva. De la anterior desigualdad se sigue que el
operador T£O es continuo en t = 0 por la derecha.

Ahora bien, por la observacion 1, tenemos

t J=N
[ 3 nahti = pywits)ds < 20t
0 ;==N
con lo cual
t j=N
(T8, (w(®), = (o) + [ 3 BTt =) (wy(5) = wi(s)) ds +
(U —
/0 (G R+ N))g—(s) + C(hli — N))g(s)) ds >
t J=N
(wo); — i > hI(h(i — ) (wi(s)) ds > (1 — 2to)(w);,
j=—N

de donde, eligiendo ty < 1/2, se tiene que (T (w(t))), > 0.

Por otro lado tenemos

(T£0 (w( ) (wo)i / Z hJ (i —j)) (w](s) — wl(s)) ds +

/0 (G R+ N))g-(5) + C(hli — N))g(s)) ds <
(wo)i + to(2(wo)i + K) < 2(wo)i,

para tg suficientemente pequeno. o
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Con base en el lema anterior, a continuacién enunciamos el teorema sobre
existencia y unicidad de la solucién para el problema discreto (4):

Teorema 3. Para (wo); > 0 existe una tnica solucidn w de (4) en Af.

Demostracion. Primero veamos que para w,z € A?O, y para todo h > 0,
existe una constante Cs tal que

7% = Ty, )l < Csto lllw — 2] (6)

En efecto, para w, z € AZ) tenemos
Z AT, (w(®), = T, (=(0)) | =

Zh/ ZhJ (i — 7)) (w;(s) — wi(s)) ds—

t J=N

/ S b (h(i - ) (25(5) — 2i(s)) ds| <
U —
¢ i=N j=N
/ Z h Z hJ(h(i—j))(wj(s)—zj(s)) ds +
0 i=——N |j=—N
1 i=N j=N
/ > h| > hI(h(i = 5)) (wi(s) = zi(s)) | ds <
0 (=N |j=—N

Csto [[[w ==

Tomando C3ty < 1, obtenemos que el operador T, qu (w(t)) es una contraccién
estricta y por lo tanto el resultado se sigue del teorema de punto fijo de Banach
en el intervalo [0, tp). vf

Como consecuencia del andlisis anterior tenemos los siguientes corolarios,
cuyas demostraciones omitiremos.

Corolario 4. Las soluciones de (4) dependen en forma continua del dato ini-
cial en el siguiente sentido: Si u; y w; son soluciones de (4), con datos iniciales
(uo)i, (wo); respectivamente, entonces existe una constante Cy > 0 tal que

021% Ju(+,t) — w(.’t)Hl}{L < Caffuo - wOHl}L' (7)
Corolario 5. Las u;, i = —N,..., N son soluciones de (4) si y sdlo si
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t J=N

w;(t) = / Z hJ (h(i — 7)) (u;(s) — ui(s)) ds +

/0 (GhGE+N))g—(3) + G(hi = N))ge(s)) ds. (8)

Corolario 6. Sea u; una solucion de (4). Entonces la masa total del sistema
(la cual estd definida como m(t) = ZZ_N u;(t)), verifica

m(t): /Z (h(i+N))g ()+G(h(i—N))g+(s))ds.

z——N

A continuacién estudiaremos un teorema de comparacién véalido para las
soluciones de (4).

Teorema 7. Sean u,v € C[—L, L] soluciones de (4) con datos iniciales ug y vo
en CY[—L, L] y datos de frontera g_, g, y g—, g+ respectivamente. Si ug < vg
para © € [-L,L] y g- < g- y g+ < g4+, entonces u;(t) < v;(t) para todo
i€{=N,...,N} y para todo t > 0.

Demostracion. Sea t, suficientemente pequeno. Razonaremos por contradic-
cién. Supongamos que la conclusién no se tiene, luego existe un t1 € (0,49) y
un indice i € {—N,..., N} tal que u;(t1) = v;(t1) y u;(s) < v;(s) para todo i €
{7N, ey N} y para s € (O,tl). Sea w; = u; — v; con (wo)l = (’LLO)i — (UO)i < 0.
Por el corolario 5, se tiene que

0=w;(t1) = ui(t1) —vi(t1) =

(wo)i + Z hd (h(i — §)) [w;(s) — w;(s)] ds+

Por hipétesis, se tiene que g_(s) — g—(s) < 0, g+(s) — g+(s) < 0, por lo
tanto

| (G0 M) (06 =5-(9) + G066 = V) g4(5) = e (s))) ds < 0

y, teniendo en cuenta que wj(s) < 0, tenemos que
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dado que tg es suficientemente pequeno, lo cual conduce a una contradiccién.

3. Consistencia y convergencia

En esta seccién demostraremos que la solucién del problema discreto (4) conver-
ge a la solucién del problema continuo (3) cuando el pardmetro de discretizacién
tiende a cero.

Definicién 8. Una funcién u € A} es una super-solucién de (4) si 7;(0) >
ui(0) y
j=N

w(t) > Y hJ(h(i—5)) (@(t) =i(£)) + G (h(i+N)) g (t)+ G (h(i—N)) g ().

j=-N

Si en la definicién anterior se cambia el sentido de las desigualdades se
dird que u € A} es una sub-solucién de (4).

Lema 9. Sea ug € I}, con (ug); > 0 para todo i = —N,...,N y sea u € A?O
una super-solucion de (4) con dato de frontera dado por g > 0, entonces u; > 0
para todo i = —N,...,N.

Demostracion. Razonando por contradiccién, supongamos que la conclusion
no se tiene, luego existe algin ¢ € {—N,..., N} tal que u; < 0. Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que u; = min{u; : u; < 0}. Sea v; = u; + €t
con € > 0 muy pequeio tal que v; < 0. Sea t; € [0,tp] el tiempo en el que u;
alcanza su minimo. En este caso tenemos

0= vi(t1) = ug(t1) +e =

j=N

> I (hi = ) (u;(t) — wi(t)) +

j=-N
G(h(i+ N))g—(t1) + G(h(i — N))g4(t1) + € > 0,

ya que J, G son funciones no negativas, g_, g+ son no negativos y w;(t1) —
u;(t1) > 0. Por lo tanto se obtiene una contradiccion.
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Teorema 10. Sea u(z,t) una solucion de (3) y (ui(t)) una solucidn de (4).
Entonces existe una constante C > 0 que no depende de h > 0 tal que

lu(xs, t) —ui ()| < Ch, para todo t € [0,tp).

Demostracion. Sea w;(t) = u(x;,t) para todo z = —N,..., N. Teniendo pre-
zj+h
sente que / fy)dy = hf(z;) + O(h?) Z O(h?) = O(h), se tiene de
a:j _]——N
(3) que

L
wi(t) = / J(xi = y)[u(y, t) — wi(t)] dy + G(; + L)g— + G(x; — L)gy

L
j=N zj+h

=Y [ - a0 — )] dy+ Gl + Dg- + Glas - Lge
j——N &

=S R0 9) [ — )] + Gl + g+ Gl — Dgy + O,

j=—N

Definimos la funcién z;(t) = w;(t) — u;(t) para todo t € [0,ty) y para
i =—N,...,N. Del andlisis anterior y de (4) tenemos que

Zh] (i —5)) [2(t) — z:(t)] + O(h);

z;(0) = ().
Por lo tanto, z;(t) satisface el siguiente problema para i = —N,..., N
j=N
) =Y hJ(h(i—4)[z(t) - zt)] + Kh,  t>0
=N (9)
zi(0) =
Si consideremos la funcién v;(t) = Kht para i = —N, ..., N, tenemos que

v;(t) es una super-solucién de (9). Se puede demostrar en forma similar al
teorema 7 que este problema satisface un principio de comparacién. Por lo
tanto tenemos que z;(t) < v;(t) = Kht < Khtg = Ch.

Repitiendo el andlisis anterior para —z;(t) y para ¢ = —N, ..., N, podemos
concluir que |z;(t)| = |w;(t) — u;(t)] < Ch parai = —N,..., N, donde C =
Kty > 0 es una constante independiente de h. A partir de esto se obtiene que
llew(zi,t) — ui(t) |l < Ch para todo t € [0, ).

Observacion 11. El anélisis discreto hecho a la ecuacién (3) también se puede
extender a dimensiones mayores.
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4. Experimentos numéricos

Apoyados en el programa MatLab, resolvemos el sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias (4).

Para esto, elegimos L = 2, N = 100, up(z) = méx{0,1 —x/2} y J(r) =
G(r) = max {0,(3/4)(1 — r?)}. En la figura 1 se observa el comportamiento

de la solucién de (4) para g(z,t) = Ju(z,t); en la figura 2 se observa el
comportamiento de la solucién de (4) para g(z,t) = u?(x,t).

1000
200
200
Foo
6500
500
400
200

200

FiGurA 1. g(z,t) = Ju(z,t).

5. Conclusiones

Se ha analizado, desde el punto de vista numérico la buena postura de un nuevo
modelo de difusiéon no local con condiciones de Neumann. Mas exactamente,
como aplicacién del teorema de punto fijo de Banach, se ha mostrado que el
problema tiene una tinica solucién, que se cumple un principio de comparacién
y que las soluciones dependen continuamente del dato inicial. Ademads se ha
analizado la consistencia y la convergencia del modelo discreto.

Volumen 47, Numero 1, Afio 2013



MODELO DISCRETO PARA UNA ECUACION DE DIFUSION NO LOCAL 93

=25

i
10l

fitt!
e
Il

u(x,t)

-
uhr

|HI

FIGURA 2. g(z,t) = u*(z, ).
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