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Descripcion de la clase de
Nikolskii-Besov disminuyendo su
parametro de suavidad, mediante

derivadas fraccionarias débiles

Description of the Nikolskii-Besov Class Decreasing its Smoothness
Parameter using Weak Fractional Derivatives
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RESUMEN. Los espacios de Nikolskil-Besov By, (R") =By 1 < p,qg < oo,
a > 0, se han descrito recientemente con ayuda de las derivadas fraccionarias
de Caputo. Usando el concepto de derivada fraccionaria débil, en el presente
trabajo se reduce la caracterizacién de Bj, al caso Bj,, donde v es cualquier

Pq>
ndimero positivo estrictamente menor que a.
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AsTrACT. The Nikolskii-Besov spaces By, (R”) =By, 1<p,g<oo,a>0,
recently were described using the Caputo’s fractional derivative. Using the
concept of weak fractional derivative, in this paper we reduces the characte-
rization of Bj, to the case Bj,, where v is any positive number strictly less
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than a.
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150 FRANCISCO ENRIQUEZ & JHON PEREZ

1. Introduccién

La clase de Nikolskii-Besov By, (introducida por Oleg Vladimirovich Besov)
juega un importante papel en el andlisis matematico y sus aplicaciones; es
bien conocida su importancia en la solucién definitiva del problema sobre las
trazas de las funciones del espacio de Sébolev, estudiado en los trabajos de N.
Aranzaijn, Gagliardo y Besov entre otros (ver por ejemplo [I]) lo que dio un
significativo impulso a la teoria de las soluciones generalizadas de los problemas
de contorno para los operadores en derivadas parciales. La escala de los espacios
de Besov surge de modo natural también en las teorias de aproximacién, de las
series de Fourier y de interpolacién de operadores lineales.

By, se define en términos del médulo de continuidad. Sea f : R" — R,

h = (h1,...,hn), |h| == \/h2 +---+h2, t > 0. El p-médulo de continuidad
w;f (f;t) de orden k para la funcién f se define mediante

wh(fit) = sup ||AFf(+)

|h|<t

’
p

donde (Apf)(+) = f(+ +h) — f(+), Ak f = A (AT f), k= 2,3,... es la
diferencia finita de orden k y ||+||, la norma en L, (R™).

Definicién 1.1. Sean 1 < p,q < 0o, a > 0. Se dice que f € By si f € LP(R")
v I fll3, < 00, donde

[e%¢) l/q
o (fit)\? d
Ifleg, = 1+ | [ (2E2) 2
g 1)

wp (f;t)
£l = 1l +sup (250). keN, k>

Con la norma estos espacios son de Banach y han sido descritos con
ayuda de las derivadas parciales de la integral de Poisson

u(e,y) = (B, f)(a) = [ Pylo—0)f0)at )
R’n
de la funcién f. Aqui
P,(z) ::/exp l—QW(inktk—i—yﬁ)] dt, y >0,
Rn k=1
es el niucleo de Poisson que puede escribirse en forma explicita

—(n+1)/2
)

Py(z) = coy(|z]* + v° . y>0,
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DESCRIPCION DE LA CLASE DE NIKOLSKI-BESOV 151
o0
con ¢, = 7~ (/2D (2 T(7) = / sT e % ds, T > 0.
0
En Stein [] se prueba el siguiente resultado.

Teorema 1.2. Sean 1 < p,g < 00; 0 < a < 1, f € LP(R"). Entonces
f €By, (R”) st y solo si

0
@u(°7y)

l—a—1

Yy a < 00. (3)

p

La g-norma se toma respecto a y € Ry = (0,400), en tanto que la p-norma
interna se refiere a x € R™.

La derivada fraccionaria segun Caputo se define V 8 > 0 mediante la férmula

O )a) = ol [T P a4,

donde [f] representa la parte entera de § € R, y {8} = 8 — [f] es la parte
fraccionaria. Para € Ny se define

(D°f)(@) = (-1 7o f(@),  DOf=].

Usando esta derivada los autores muestran una generalizaciéon del Teorema
anterior (ver [3]).

Teorema 1.3. Sean 1 <p,g<o0,0<a< <1, fe€ LP(R”). Entonces

—a-1
B—a—73

feB;, si y sélo si H Yy Dgu(-,y)H < 0.

p

Aqui usaremos indistintamente los términos “derivada fraccionaria” y “de-
rivada de orden no entero”.

El teorema |1.2| permite una caracterizacién equivalente de los espacios de
Nikolskii-Besov, a saber, se definen los espacios B, (R”) para todo a > 0
mediante la férmula

ak

aﬁy,ﬂ('ﬂ) <00 ¢,

B (R) =/ € Ly(R) ” o

P

donde k es el menor entero mayor que a. Ademads es valido el siguiente lema
(ver Stein [4] [3]).
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152 FRANCISCO ENRIQUEZ & JHON PEREZ

Lema 1.4. Sean f € L, (R"), a >0, y k,l enteros mayores que o. Entonces
las condiciones

al

8k
aTJlU(', Y)

Tyku(.’ Y)

_1

< 00, Y, H ylia q

—a—1L
kocq

Y

p p

son equivalentes.

En consecuencia si a > 0, f € L, (R") y k es cualquier entero mayor que
a, se tiene que f € By, (]R") siy sélo si

ak
aleu(’,y)

q

H o

p

En [3] los autores también muestran una caracterizacién similar para el caso
no entero. Precisamente

Teorema 1.5. Sean a > 0, f € LP(R") y B cualquier real mayor que .
Entonces f € By, (R”) sty solo si

H yﬁ_a_% < 00.

D%@ww

P

En el caso entero se tiene la siguiente descripcion de By, para o > 1.

Teorema 1.6. Sean f € LP(R") y a > 1. Entonces f € By, si y sdlo si
sLeByl, j=1....n

En el presente trabajo que es la continuacién légica del articulo [3], se
propone una descripcion de la clase Bj, usando para ello la derivada débil
fraccionaria (segin Caputo) de la integral de Poisson para funciones de dicha
clase. Precisamente, se prueba el siguiente resultado (ver teorema . Sean
1<pg<oo,a>0y0<p<a SifeBy, entoncestfGB;‘q’ﬁ,
j =1,...,n. Este teorema contiene como caso particular solamente la condicién

necesaria del teorema [L.6

2. Preliminares

En esta seccién presentamos la definicién de derivada parcial fraccionaria segin
Caputo, asi como algunas propiedades de los operadores de Hardy, del nicleo
y de la integral de Poisson. La notacién es la utilizada en [3], donde pueden
encontrarse mas detalles.

Volumen 47, Nimero 2, Afio 2013



DESCRIPCION DE LA CLASE DE NIKOLSKI-BESOV 153
2.1. Desigualdad de Hardy

Dada la funcién medible f : Ry — R, definimos los operadores de Hardy:

1 xz
s [

()= 1 [ ) dy

(Hif)(x) :

1

Teorema 2.1. Supongamos que 1 < p < +oo y p’ tal que %—1— = 1, (para

p=1,p =00 y viceversa).

(1) Sia< %, entonces

HxaHlf(gc)Hp < (;/ — a)_ Hxaf(x)Hp (4)

En particular para o = 0, H1pr <P fllp-

(2) Sia> z%’ entonces

HxOéHgf(x)Hp < <a — ;/>_ ||xaf($)Hp (5)

2.2. Ncleo e Integral de Poisson

El nicleo y la integral de Poisson poseen una serie de propiedades conocidas
cuyas demostraciones se encuentran por ejemplo en Stein [4]. Entre estas pro-
piedades se destacan:

(1) [ Py(z)dz=1.
RTL

(2) Py() es funcién arménica en R == {(z,y) : 2 € R", y > 0}.
(3) Propiedad de semigrupo:

Vyl >0, vy? >0, Pyl ('T) * Pyz (.13) = Py1+y2 (l‘)
aku(m) akpy(x)

ozl 7 Oy*
keNy=1{0,1,2,...}.

€ LP(R”), paray >0, 1<p<oo,j=1,....,ny

(4)

(5) Paray >0,1<¢g<o0,j=1,...,ny k€ Ny se satisfacen las siguientes
desigualdades :

Revista Colombiana de Matemadticas



154 FRANCISCO ENRIQUEZ & JHON PEREZ

aku( —n—k ( —n— k
ayk 9 a k
aku( —n—k P( —n— k
6’w§ ’ 8 ok
P || Tk P || Bk
C) OyF . Yy ) arf 4 Yy .

(% + % =1.Sig=1,¢d/ =y viceversa).

La natacién A < B significa que tiene lugar la desigualdad A < ¢B,
donde c es una constante positiva que no depende ni de A ni de B y cuyo
valor exacto no interesa.

Si f € L,(R") y 1<p< oo, entonces para u(z,y) (ver []) se tiene:

(1) liniou(x,y) = f(x) para casi todo z € R™. Ademds u(z,y) — f(x),
Yy—r
y — +0 en Lp(R”) para 1 <p < .
OFu(z,y)  0"Py(x)

@ Lo TRE )
Ftmy(z,y)  OFu(z,¥) O0MPu(z)
(3> ayk+m - 3yk * aym 5 k;, m € NO.

2.3. Derivada parcial fraccionaria segiin Caputo

Definicién 2.2. Sea f una funcién definida sobre R™, § un real positivo no
entero y m = [8] + 1. Se define la derivada parcial fraccionaria (segin Caputo)
de orden S, con respecto a la variable x, de la funcién f mediante la férmula

@0 @ = 1 [T w0 L ek - wod) a

k
siempre que dicha expresién tenga sentido. Aqui e = (0,...,0,1,0,...,0).
Para 3 € Ny se define la derivada parcial fraccionaria mediante la formula
o8
(DL ) (@) = (1) —5 f(x).
Oz},

Se tiene el siguiente resultado.
Si g >0,y >0, entonces

)

”Dy’BPy(-) —n—p |D5Py(x)| < ||~ h.

—n-#8 |D£J,Py(:c)‘ & |z| 78, ji=1,...,n.

b

|D£7Py(')
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DESCRIPCION DE LA CLASE DE NIKOLSKI-BESOV 155

Los estimativos @ permiten establecer acotaciones adecuadas para las
L,mormas de las derivadas fraccionarias del niicleo de Poisson, como se in-
dica a continuacion:

(1) Sean 1 < ¢ < o0, 8> 0,y > 0. Entonces

poin

’q<<y_ﬁ_57 Hpﬁjpy(x)Hq<< y 7 =1,
(2) Sean 1 < ¢ < oo, ? > ﬁ, 8 >0,y > 0. Entonces
[pse@| <v# |pZrw| <y 7,
q q

donde § = (B1,....Bu), | B| = 81+ -+ + 8o,
B>, esdecir, Vj=1,...,n, 8; >0y D == DHDL ... Db,

Usaremos la notacién

DB1ysBn DﬁvDﬁz .. 'sz = Dlﬁlfpgz o Dgnl

L1yeeyTm

1 ’Y’ﬁ = 2 B
En particular D, =Dy Dl.j.

3. Disminucion del parametro de suavidad en ]Bg‘q (]R") usando
derivadas fraccionarias débiles

la derivada g—i no necesariamente existe en el sen-

Pq’
tido usual. Por ello se prueba la existencia de % en un sentido débil (ver
J

[4, pag. 147]). Precisamente si f € BS

Senialemos que si f € B,

oge entonces para j = 1,...,n, la fami-

lia {%u(z y)} que depende del pardmetro y > 0, es de Cauchy en L (R")

cuando y — +0. El limite de tal familia lo denotamos por a y lo denomina-
remos derivada débil de f con respecto a z;. Es facil demostrar que si f € By,

y daf existe en el sentido usual, entonces daf existe en el sentido débil y estas
]
derivadas coinciden. Por esta razoén la notacién “—g If -” gerd clara de acuerdo al
J
contexto.

Destaquemos que para las derivadas débiles de orden superior existen dos
variantes para su definicion.

L ; come ((O2F _ o (of ir. 1
e La primera es recursiva: W = e 0w ) es decir, la segunda de-

630
rivada débil se considera como la derivada débil de la derivada débil %.
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156 FRANCISCO ENRIQUEZ & JHON PEREZ

e La segunda variante es: (gig)@) = yl—igo %u(x,y) donde u = Py * f,
o sea, la segunda derivada débil es el limite en L, (R”) de la respectiva

familia de Cauchy {a su(x,y) 1y > O}.

Sin embargo, como se muestra a cont1nuac10n estas dos derivadas coinciden.
Notemos como U la integral de Poisson de ,osea: U(z,y) == Py(x)* di ().

Entonces

02 7] 0 0
<&Eg>(1)f($) = 8(8 ) = ;131 T%U(z Y)

{ ) 7
7 (Py ()
- lim Soutey) = (;;)(2)f<x>.

J

0

50 05
*) 0?

87

La igualdad (x) en se establece de manera independiente en [2] incluso para
las derivadas de orden no entero.

Una situacién completamente andloga se tiene para las derivadas fracciona-
rias. Este caso (por contener el caso entero) es el que detallaremos a continua-
cién.

Lema 3.1. Sean 1 < p,g<oco,a>0 y 0< B <1. S f € B, entonces
para j = 1,...,n, la familia {Dfu(x,y) Yy > O} es de Cauchy en LP(R")
cuando y — +0.

Demostracién. Recordemos que f € By, (R”) si y sélo si

1
<f€Lp(R”)/\H y‘SHD;’u(m,y)H H <oo:V7>a> aqui, :'y—a—g.
P liq

Usando la desigualdad de Hardy y las propiedades del nicleo y la integral
de Poisson, es posible establecer la desigualdad auxiliar (ver por ejemplo [4]
Cap. V, §5; Lema 4’]).

Sea f € L,(R"), 1 <p,q < cc. Entonces V? > 6>, Yy>0 y VJeER,

|3 H <[ v lpruen), ®)
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DESCRIPCION DE LA CLASE DE NIKOLSKI-BESOV 157

Aqui B = (Br,....80), | Bl = 61+ + Ba.

Ahora probemos que si v > a entonces

HD%J 7y)H < yaiﬁiva 1 S b, q S Q. (9)
p

Caso I. Sea 1 < ¢ <oo.Si f € By, entonces H y‘SHDVu H H =J, < oo,
Vy>a y d=y—a-— 1/q. Usando la desigualdad . tenemos

H T y)H H <| y‘SHDZU(:c,y)Hp‘q, V8,7 >0,V5€R.
q

AsiVy>a>F>0 y d=9—a—1/q,

Sea 0 <y < 1. Entonces Vv > «

yé-i-BHD;:fu(x,y)Hp H < J, < oo. (10)
q

1
/ %Dz;fu(-, 7)dr =D} Ju(+,T)
Yy

=1 ?
Luego,
B ' +1,8 B
p3guc], = | = [ 22 outemyar e 2 ucem|
"1
/ H'D7+1 Py (e,7)|| dr+ A,
P
donde A = D;’ f u(e, y)’ . Ahora, usando la desigualdad de Holder,
; v=1l,

tenemos que V¢’ € R,

/HDW-HB o 7)

< HT—w'w)

)dT
p

1
_ (& &+ +1,8
pdT—/y 7 +ﬁ)(7‘ BHDZJ u(s,T)

5+5HD7+1 , B ( 77_)

p

Ll (ly.1]) La(ly.1))

< HF(MB) 6+ﬂHDv+1 u(s,y)

p

L/ (ty.a])
AsiVé e R,
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158 FRANCISCO ENRIQUEZ & JHON PEREZ

[l

< HT_((S/‘FB)

a/+ﬁHDw+1 Bu(s

.Y)

Lo/ (1y,1)) p

En particular para ¢’ = § + 1, usando (10 tenemos

/ HDVH u(e,7)

Reemplazando en tenemos Vy>a >8>0 y & =0+1,

S =8+1.

HT—(6'+,8)

L/ (ly.1D

+A. (12)

Lol (ly.1])

) — (5’
it <l e

Si ¢’ < 00, (¢ # 1), entonces

1 ! ’ 1/q/
_ (/ (7 +B)a dT) _
L/ (ty.1]) Yy

1/q’
o (1 _ yl—(a'+6)q’) .
1— (& +B)g'

HT—(6’+5)

Como
1
1—((5—|—1+B)q':1—(’y—a—q—i—l—l-ﬁ)q'

1 1
:q'<,—v+a+—1_g)
q q
=q¢(a—=pB—-7)<0 (va que v > a — f3),
de se sigue que:
/ / 1/d’
P

’ / 1/‘1/
< Jy (yl—(5 +8)q ) +A

< M(yf_‘s/—’e + 1), donde M = méax{J, 11, A}.

= méx 7 O'+F =
Loo ([y:1]) ys7<l

y —(¢ +8), de 1 HDW B . H < M(y*(5'+ﬁ) + 1). Hemos asi de-

mostrado que

Si ¢ = oo, (¢ = 1), entonces HT‘(‘V“;)

HD;,’fu(ny)H <14y7 O 1<g<oo, 1<q <0

Volumen 47, Nimero 2, Afio 2013



DESCRIPCION DE LA CLASE DE NIKOLSKIi-BESOV 159
(para q =00, = O)
Como$7(5’+ﬁ):a7577<0 y 0 <y <1 entonces

v, B8
HDy,j ’U/(',y)

L1+ Yy P 7 <y P Va>a>pE>0.
p

Caso II. Supongamos que ¢ = oco. Si f € By entonces

| vlIPguC- ],

=J, < o0, Vy>a,d=7—a.
o0
Asi HDgu(-,y)H < y~°%. Luego,
P
_ _5— o~y
e R

Denotemos Df u(z,y) = p(z,y) y demostremos ahora por induccién sobre

N que
N-— 1
kAk 2 1-y*+
k=0
_1\V 1
(](Vl_)w/ (r —y)N'DNo(z,7)dr, (13)

donde Ag(z) = D’;go(;v, 1),k=1,2,...; Ao(z) = ¢(x,1).

En efecto, como

1
pla.) = ¢l 1) = [ Drplor)dr
y
tenemos el caso N = 1. Ahora

1
Yy

y entonces
w(x,y)Zw(w,l)—/ ( ro(2,1) /Dgoxvdv)dT
y
= (2, 1) ~ Dyp(a, 1)(1 —y / / D2, v) dvdr
= ¢(z,1) — Dyp(z,1)(1 —y / / D?p(z,v) dr dv

— (1) — Dyl 1)(1 — ) + /< W) D2, v) du
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160 FRANCISCO ENRIQUEZ & JHON PEREZ

asi tenemos el caso N = 2
1
ple) = Ao~ L=y + [ (7 - y)DEe(w, )
y

donde Ay = ¢(z,1), A1 = Dyp(z,1). Ahora supongamos que ([13]) es
valida. Como

1
DYo(z,7) = DY op(z,1) — / DYz, v) do,

entonces
N-—1
Ag(z)
_ k ik k
w(x,y)—kz:;)(*l) o (L)t

(J(V i)n / (7 —y)N“(DiVso(x,l) - /T1 DY o(x,v) dv> dr =

JZ_: kAk -yt +(§V_1_)]1V)g/yl(7—y)1v‘1DiV<p(x, 1)dr —
(J(V_l—)le)!/yl(T _y)N_l/Tl DY+l (2, v) dv dr.
Asf,
NZ S -0 D )
(](V—1)11V)| /1DN+1 (%U)/yU(T—y)N Ldr dv
Z]j: kAk )1_ g+ 1]3[1!V+1/y(v_ N DN (e ) dos

lo que establece la validez de .

Demostremos ahora que {¢(z,y) : y > 0} es una familia de Cauchy en
L, (R™) cuando y — +0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
0 < y1 < y2 < 1. Entonces por (13) tenemos

N-1

o(x,y1) — p(x,y2) = Z

=0

_\N 1 1
(](V i)l)! l/ (r—y)N DN o(x, ) dT—/ (T—y2) N DN p(z, 7) drl.

D[y )] +

Volumen 47, Nimero 2, Afio 2013



DESCRIPCION DE LA CLASE DE NIKOLSKI-BESOV 161

Luego
Hso(x,yl) (Y2 H Z [ 1—y)* — (1 —ya)*| +
1 1
[ = DY pwryar - [ (- DYl dr|
Y1 Y2
p
N—1
k(11— yg)k} — 0 cuando y1,y2 — +0; el

Observemos que [(1 — 1)
k=0
segundo término de la ultima desigualdad se acota como sigue

1

/1<T—y1>N DN, r)dr—/w

1

(r— yl)N 1DN<p(x T)dT +

1 1
[ =Yt nydr = [ (- )N DN el dr
Y2 Y2
p
Y2
/ (r—y)V ' DN p(x, ) dr +
Y1
1
I L e e L
Y2
p
Y2
/ (T—le IHDT(,DSL‘T> dr +
Y1 p
1
[l =8t ]
Y2
Sean
Y2
Ilz/ (T—lelHDTQD(I}TH
Y1
E/ (r—y)N™ 1HD u(z,7)|| dr.
Y1 p
1
IQ:/ [(T—yl)N 1 (’T—ygN 1H‘D7g0x7 H
Y2
dr.
p

[ lir= =t = o2t
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162 FRANCISCO ENRIQUEZ & JHON PEREZ

Entonces por @ tenemos que VN : N > 5> «a > 0,

Y2
I <</ (r—y)N e B=Nyr
Y1

Y2
< / roB=1qr
Y

1
1
= (yﬁ“ Py B)—>+0, 1,12 — 0.

a—0

1
12<</ [ *yl (T*yz)Nil]TafﬁiNdT
Y2
1 N—-1
:/ S (=DFCK TN = yh) e PN dr

Y2 =0

N-1 1

(=D CR_1 (yF — v5) /T“‘B‘l"‘ dr.

Y2

>
Il

0

Sia—p#k, k=0,...,N —1, entonces de (|14) tenemos

T = 1k CJ}% 1 1 a B—k
2<<’;)(* m(y *3/2)( - ),

y si a — B =m €N, tenemos

k
I < Z m(k )(1—aﬁ‘k)+

k=0, k#m

(14)

(=D)™CR_ (v = y5") In (y31).

Observemos que para k=0,1,..., N — 1,
tim (of = of) (1-ws ™) == lim gy
y1,y2—>+0 (yl y2) y1,y2—+0 Y192
k
; Y1 a—pf
=— lim = .
y1,y2—+0 <y2> Y2
yl z. Ck—ﬂ
Como0< =<1 vy lim y5 " =0, entonces
Y2 Y1,y2—>+0

i k—k(l—“ﬁ’“) 00 k=01,.. N-1
y1,y121E>+0(y1 y2) ) y Ly )
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DESCRIPCION DE LA CLASE DE NIKOLSKI-BESOV 163

Ahora observemos que

ydm (=) (g, ) = lim (g — ) In(ye)

. yi\"
= 1 1—| = 5l .
yhylzrgJro [ <y2> ] vy In(ys)

yi\" )
Como [1— = <1 lim 7' In = 0, entonces
[ (2) ] vl )

o dim (" =yt gy ') = 0.

Ast Iy — 0, y1,y2 — +0. Por tanto [[o(z, 1) — ¢(z,92)[|, — 0, 41,92 —

40 de donde se tiene que {¢(x,y) : y > 0} es una familia de Cauchy en
L,(R™) cuando y — +0. vf

Por el lema anterior {Df u(z, y)} converge en L, (R") cuando y — +0 si

[ € By,. El limite de tal familia lo denotaremos por Df f(z) y lo llamaremos
derivada débil de f de orden § con respecto a x;.

Teorema 3.2. Sean1 <p,q<oo,a>0 y 0<f<a. SifeB, entonces
B -8 i _
DjfEIBigqﬁ,j—l,...,n.

Demostracion. Usando la desigualdad de Hardy y las propiedades del ntcleo
y la integral de Poisson, es facil establecer, procediendo como en , lo siguien-

1
te: VB, >0y V5:5—ﬂ+1>a,
H y‘SHDijU(w,y)H H <<H y‘;HDZ%U(%y)H H (15)
P llg Pllg

8 _
. Para demostrar que D; [ € By, # debemos probar que para A > o — 3 se
tiene que

donde U es la integral de Poisson de ’fo, o sea U(z,y) = Py(z) * ’fo(m)
Observemos que

[P, =22 (P« 2] )

= ||Pu@) + Dy s )| < |25 Futaw)

yA*(a*B)*l/q

A
DU (z,y)

< 00, (16)
P llg

p

p
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Usamos aqui la igualdad ’D;‘ (Pyxg) = P, *Dg}g, donde D;‘g € L, es la derivada
débil de g, dicha igualdad se deduce de

||Py * Dg‘g — D;‘(Py * u)Hp < HPyH1 HD;\g - D;}u”p — 0, conu=Pyx*g.

Razonamientos similares se encuentran por ejemplo en [2 pdg. 69].

Entonces, tomando v = A+ 8, 6 = v — a — 1/q y reemplazando en
obtenemos, con ayuda de la desigualdad de Young, que

H yAf(a*ﬁ)fl/qHD;‘U(x,y)||p H < yvfafl/q
q

A B
Dy ule,y)|

q

< yvfocfl/q D;‘*ﬁu(x, Y)

S|

‘ y”*“’”qHDZU(x,y)H
p

Como f € B2, || y¥—2—1/4

pq’

Dyu(z.y)|

< 00, Vv > a, obteniendo . o
Pllg
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