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1.

Dados dos espacios topologicos X y Y es interesante preguntarse si X es imagen o preima-
gen continua de Y. En este sentido, conocemos por ejemplo que todo espacio métrico com-
pacto es imagen continua del espacio de Cantor |13, Teorema 7.7|. Otro resultado de gran
importancia es la caracterizacion de normalidad conocida como el Teorema extension de
Tietze [15, Teorema 5.38|. En teoria de continuos, el Teorema de Hahn-Mazurkiewicz
nos dice que todo continuo localmente conexo es imagen continua del intervalo cerrado
[0,1] [13, Teorema 8.18]. Estos teoremas muestran que con ciertas propiedades topolo-
gicas podemos garantizar la existencia de funciones continuas y sobreyectivas entre dos
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espacios. Una propiedad topoldgica introducida por el profesor David Bellamy en [1] es la
g-contractibilidad. Un continuo X es g-contraible o contraible generalizado si existe una
funcion continua y sobreyectiva f: X — X que es homotopica a una funcién constan-
te. El profesor Bellamy definié la g-contractibilidad con el fin de estudiar los continuos
que son imagen continua del cono sobre el conjunto de Cantor. La clase de continuos
g-contraibles incluye de manera propia los continuos localmente conexos, los continuos
contraibles y el hiperespacio de subconjuntos cerrados no vacios de cualquier continuo.

En 1975, el profesor Wlodzimierz Kuperberg introduce los continuos uniformemente
conexos por caminos. Kuperberg demuestra que un continuo es uniformemente conexo
por caminos si y solo si es imagen continua del cono sobre el conjunto de Cantor [10]. Por
otra parte, el profesor Bellamy mostré que todo continuo g-contraible es uniformemente
conexo por caminos, y pregunto si la reciproca de esta afirmaciéon también es cierta.

Iwona Krezeminiska y Janusz Prajs en [11] dan respuesta negativa a la pregunta
del profesor Bellamy, mostrando que existe un continuo uniformemente conexo por
caminos que no es g-contraible. Otro ejemplo de un continuo con estas caracteristi-
cas fue presentado por el profesor Alejandro Illanes en [8]. Aunque, el objetivo de la
construcciéon del profesor Illanes es mostrar un continuo tal que el hiperespacio de sub-
continuos no es g-contraible, este también da solucion a la pregunta del profesor Bellamy,
ya que todo hiperespacio de subcontinuos es uniformemente conexo por caminos |14, Teo-
rema 1.33].

El proposito de este articulo es presentar resultados alrededor de los continuos g-
contraibles. Mostraremos una familia de continuos tal que cada miembro es uniforme-
mente conexo por caminos y ninguno de ellos es g-contraible. Aunque la contruccion de
esta familia es muy similar a la que presentamos en [3, Definicion 4.10], es importante
resaltar que esta familia involucra una clase més amplia de continuos. También en el
Teorema 4.7 probamos que existe un elemento X de esta familia tal que a pesar de no ser
g-contraible, los productos XN y X™ x [0, 1] sf son g-contraibles, para cualquier n € N.

2. Preliminares

Sea (X, d) un espacio métrico. Dados a € X y § > 0, la bola con centro en a y radio § la
denotamos By(a,d). Si A C X, la clausura de A en X y el didmetro de A son denotados
por Clx(A) y diam(A), respectivamente. Los simbolos N y C denotan el conjunto de los
numeros naturales y el conjunto de Cantor, respectivamente. Un continuo es un espacio
métrico compacto, conexo y diferente del vacio. Un subcontinuo es un continuo contenido
en un espacio métrico.

Un arco es un continuo homeomorfo a [0, 1]. Diremos que un continuo X es arcoconezo si
dados dos puntos en X, existe un arco en X que contiene a los puntos. Un camino en un
continuo X es una funcion continua del intervalo [0, 1] a X. Un continuo es unicoherente si
siempre que es union de dos subcontinuos, la intersecciéon entre estos es conexa. Diremos
que un continuo es hereditariamente unicoherente si cada uno de sus subcontinuos es
unicoherente.

Sea X un espacio métrico compacto. El cono sobre X es definido como el espacio cociente
(X x[0,1])/(X x {1}) y lo denotamos por Cono(X). En lo que sigue, gx es la funcion
cociente de X x [0,1] a Cono(X); el punto vx = ¢x(X x {1}) lo llamaremos vértice de
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Continuos g-contraibles 45

Cono(X). La suspension de X, denotada por Sus(X), se define como el espacio cociente
Cono(X)/(X x {0}).

Definicion 2.1. Sean X y Y espacios topologicosy f,g: X — Y funciones continuas. Una
homotopia es una funciéon continua de X x [0, 1] a Y. Diremos que f y g son homotdpicas
si existe una homotopia H: X x [0,1] = Y tal que H(z,0) = f(z) y H(z,1) = g(z) para
cada z € X.

Definicion 2.2. Un continuo X es contraible si la funcion identidad idx es homotopica
a una funcion constante.

De la definicién es claro que un arco, una n-celda (espacio homeomorfo a [0,1]"), o
cualquier subcontinuo convexo de un espacio normado son ejemplos de continuos con-
traibles. El continuo S! no es contraible (para detalles ver [12, Capitulo 9]).

La siguiente definicion fue dada por el profesor Bellamy en [1]| con el fin de estudiar los
continuos que son imagen continua de Cono(C).

Definicion 2.3. Un continuo X es g-contraible si existe una funcion continua y sobreyec-
tiva f: X — X que es homotopica a una funcién constante.

Notese que todo continuo contraible es g-contraible.

Definicion 2.4. Sean X y Y espacio topologicos. Se dice que X es continuamente equi-
valente a 'Y si existen funciones f: X — Y y g: Y — X continuas y sobreyectivas.

La siguiente proposiciéon nos permite dar ejemplos de continuos g-contraibles.

Proposicién 2.5. Sean X y Y continuos tales que X es g-contraible. Si X es continua-
mente equivalente a Y, entonces Y es g-contraible.

Demostracion. Sean f: X — Y y g: Y — X funciones continuas y sobreyectivas. Como
X es g-contraible, existen una funcion h: X — X continua y sobreyectiva, una homotopia
H: X x[0,1] - X y un punto p € X tales que H(z,0) = h(z) y H(z,1) = p para cada
z € X. La funcién fohog: Y — Y es continua y sobreyectiva. Por otra parte, obsérvese
que G: Y x [0,1] = Y definida por G(y,t) = f(H(g(y),t)) es una homotopia tal que
G(y,0) = (fohog)(y) y G(y,1) = f(p) para cada y € Y. Asi, Y es g-contraible. Vv

Recordemos que un espacio topolégico X es localmente conexo en = € X, si dado un
abierto U de X con x € U existe un abierto conexo V' de X tal que z € V C U. Diremos
que X es localmente conexo si es localmente conexo en cada uno de sus puntos.

A continuacién mostramos ejemplos de continuos g-contraibles.
Ejemplo 2.6. Todo continuo localmente conexo es g-contraible.
Sea X un continuo localmente conexo. Como X es normal, existe una funciéon f: X —
[0,1] continua y sobreyectiva, por [15, Teorema 5.38]. Por otra parte, por el Teorema
de Hahn-Mazurkiewicz [13, Teorema 8.14], existe una funcion g: [0,1] — X continua y

sobreyectiva. Es decir, X es continuamente equivalente al intervalo cerrado [0, 1]. Asi, X
es g-contraible, por la Proposicion 2.5.

El anterior ejemplo muestra que existen continuos g-contraibles como S', o cualquier
n-esfera S™, que no son contraibles.
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Ejemplo 2.7. Dado un espacio métrico compacto X, entonces la suspension Sus(X) es
g-contraible.

Como X es un espacio métrico compacto tenemos que Cono(X) es un continuo
contraible [9, pag. 52|. Sea ¢x : X x [0,1] — Cono(X) definida por ¢x (z,t) = gx(z,1—t)
si0 <t < % vy ¢x(z,t) = gx(z,t) si % < t < 1. Entonces ¢x es continua y so-
breyectiva, por [12, Teorema 18.3]. Definamos f: X x [0,1] — Sus(X) por f(z,t) =
(gogx)(z,t), donde ¢g: Cono(X) — Sus(X) es la funcion cociente. No es dificil ver que
I'x = ¢x o f1: Sus(X) — Cono(X) estd bien definida, es continua y sobreyectiva |6,
Teorema 3.2, pag. 123]. Asi, Sus(X) es continuamente equivalente a Cono(X) y se sigue
que Sus(X) es g-contraible, por la Proposicion 2.5.

Nétese que si X es un continuoy H: X x [0,1] = X es una homotopia tal que H|x x o}
es sobreyectiva y H|x 1} es una funciéon constante, entonces cualesquiera dos puntos en
X se pueden unir por un arco en X. Por lo tanto:

Proposicién 2.8. Si X es g-contraible, entonces X es arcoconezo.

De la Proposicion 2.8, todos los continuos que no son arcoconexos son ejemplos de con-
tinuos que no son g-contraibles. Sin embargo, el continuo definido como

X =Clg ({(z,y) eR*|0<a <1, y=senl})UA4,

donde A es la linea poligonal que une a los puntos (0,—1), (0,—2), (=2,1) y (1,sen1),
es un ejemplo de un continuo arcoconexo que no es g-contraible [1, Ejemplo II].

Definicion 2.9. Sea {4,}72; una sucesién de conjuntos de un espacio topolégico X.
Definimos el limite superior como el conjunto

limsup 4,, = {x € X | VU C X abierto con z € U,U N A; # () para infinitos i}.

n—o0
El lémite inferior de la sucesion {A,}22 ; lo definimos como

liminf A, = {z € X |VU C X abiertoconz € U, 3N e N: UNA; #0,Vi> N}.
n— o0

También diremos que una sucesion de conjuntos {4, }72 ; converge a A C X,y escribimos
limy, 00 Ap = A silimsup,,_, ., An = liminf,_, A4, = A.

3. Resultados generales
En esta seccion presentamos algunos resultados generales sobre los continuos g-
contraibles.

Empezamos con la definicion de conexidad uniforme por caminos dada inicialmente por
el profesor Janusz Charatonik en [4] para dendroides y generalizada por Kuperberg en
[10], como mostramos a continuacion.

Definicion 3.1. Un continuo X es uniformemente conexo por caminos si existe una
familia F de caminos en X tal que:
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1. siz,y € X, existe « € F tal que a(0) =z y a(l) = y;

2. dado € > 0, podemos encontrar N € N con la siguiente propiedad: para cada
B € F, existe una particion P = {0 = to,t1,...,tn—1,tn = 1} de [0,1] tal que
diam(B([ti—1,t])) < e paracadai=1,2,...,N.

El siguiente teorema, probado por el profesor Kuperberg, caracteriza a los continuos que
son uniformemente conexos por caminos [10, Teorema 3.5|.

Teorema 3.2. Un continuo X es uniformemente conexo por caminos si y sélo si es
imagen continua de Cono(C).

Con el siguiente teorema mostramos algunas propiedades de los continuos g-contraibles.
Las pruebas las tomamos de [3].

Teorema 3.3. Sea X un continuo; entonces:

1) Si X es g-contraible, entonces existe una funcion continua y sobreyectiva de Cono(X)
a X;

2) Si X es g-contraible, entonces X es uniformemente conexo por caminos;

8) Si{X;}%, es una sucesion de continuos tales que X; es g-contraible para cada j € N,
entonces X = H;i1 X es g-contraible;

4) Si X x [0,1] es g-contraible, entonces X™ x [0,1] también es g-contraible para cada
n € N.

Demostracion. 1) Supongamos que X es g-contraible. Entonces existen una funcion
f:+ X — X continua y sobreyectiva, una homotopfa H: X x [0,1] - X y un punto
p € X tales que H(z,0) = f(x)y H(z,1) = pparacadaz € X.SeaG: Cono(X) = X
definida por G(z,t) = H(z,t),sit # 1y G(vx) = p. Entonces G es una funcién con-
tinua y sobreyectiva [6, Teorema 3.2, pag. 123].

2) Como X es un espacio métrico compacto, existe una funcion continua y sobreyectiva
f:C— X [13, Teorema 7.7]. Sea Cono(f): Cono(C) — Cono(X) la funcién definida
por Cono(f)(z,t) = (f(x),t), sit # 1y Cono(f)(vec) = vx. Esta funciéon es continua
y sobreyectiva [6, pag. 127]. Por otra parte, existe una funcion continua y sobreyectiva
G: Cono(X) — X. Por lo tanto, Go f: Cono(C) — X es continua y sobreyectiva.

8) Para cada j € N existen una homotopia H;: X; x [0,1] = X, x), € X, y una funcién
continua y sobreyectiva f;: X; — X; tales que Hj(z,0) = f;(x) y H;(x,1) = 2}, para
todo z € Xj. Sea f: X — X definida como f((2;)52;) = (fj(z;))32;. Notese que f
es continua y sobreyectiva [6, Teorema 2.5, pag. 102]. Veamos que f es homotopica a
una constante. Sea H: X x [0,1] — X definida por H(z,t) = (H;(x;,t))$2,, donde
z = (z;)$2,. Usando nuevamente [6, Teorema 2.5, pig. 102] tenemos que H es una
homotopia. Ademas, para cada x € X, H(x,0) = f(z) y H(z,1) = o, donde xy =

(23)32,- Esto prueba que X es g-contraible.
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4) Como X x [0,1] es g-contraible, (X x [0,1])"™ es g-contraible para cada n € N, por
la parte 3). Claramente (X x [0,1])" es homeomorfo a X™ x [0,1]", y por tanto
X" % [0,1]™ es g-contraible. Notese que [0,1]™ es continuamente equivalente a [0, 1]
por el argumento que usamos en el Ejemplo 2.6. Es decir, X™ x [0, 1]™ es continuamente
equivalente a X™ x [0,1]. Asi, X" x [0,1] es g-contraible por la Proposicion 2.5.

Mas adelante mostraremos que existe un continuo X que no es g-contraible y tal que
X x [0,1] s lo es. Esto muestra que el reciproco de la parte 8) del Teorema 3.3 no es
cierto. Sin embargo, tenemos las siguientes preguntas presentadas en [3]:

Pregunta 3.4. Sea X un continuo. Si X" es g-contraible para algtin n € N, jentonces X
es g-contraible?

En el Teorema 4.7, mostraremos la respuesta negativa a la Pregunta 3.4 si consideramos
el producto de un continuo por si mismo una cantidad numerable de veces.

Pregunta 3.5. Sean X y Y continuos. Si X X Y es g-contraible, jentonces X o Y debe
ser g-contraible?

Observemos que una respuesta afirmativa a la Pregunta 3.5 nos daria una respuesta a la
Pregunta 3.4.

Un problema abierto propuesto en [11] por los profesores Krezeminiska y Prajs es el
siguiente:

Pregunta 3.6. Si X es un continuo g-contraible, ;existe entonces un continuo Y con-
traible continuamente equivalente a X7

En [3, Teorema 3.6] presentamos una respuesta parcial afirmativa a esta pregunta para
el caso de un continuo de la forma X x [0, 1].

Teorema 3.7. Sea X un continuo. Entonces X X [0,1] es g-contraible siy sdlo si X x [0, 1]
es continuamente equivalente a Cono(X).

Demostracion. Si X x [0,1] es continuamente equivalente a Cono(X) entonces X x [0, 1]
es g-contraible por la Proposicion 2.5. Supongamos que X x [0, 1] es g-contraible; entonces
por la parte 1) del Teorema 3.3, existe una funcion continua y sobreyectiva h: Cono(X x
[0,1]) = X x[0,1]. Sea f: (X x[0,1]) x[0,1] — Cono(X)x [0, 1] definida por f((x,t),s) =
(gx (=, s),t). Entonces f es continua y sobreyectiva [3, Lema 3.5]. Si gx x[0,1] €s la funcion
cociente de (X x [0, 1]) x [0, 1] a Cono(X x [0, 1]), entonces g = gx xo,10f ™ Cono(X) x
[0,1] — Cono(X x [0, 1]) esta bien definida, es continua y sobreyectiva [6, Teorema 2.5,
pag. 102]. Asi, la funcién hog: Cono(X) x [0,1] — X x [0, 1] es continua y sobreyectiva.
Como X es un espacio métrico compacto, existe una funcion ¢: Cono(X) — Cono(X) x
[0, 1] continua y sobreyectiva [2, Teorema 1|. Luego ho go: Cono(X) — X x [0,1] es
continua y sobreyectiva. Por otro lado, la funcion cociente gx : X x [0,1] — Cono(X) es
continua y sobreyectiva. Es decir, X x [0, 1] es continuamente equivalente a Cono(X). @

También, en el Corolario 3.7 de [3], como una consecuencia del Teorema 3.7 caracteri-
zamos los continuos que son imagen continua de su propio cono.
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Teorema 3.8. Sea X un continuo. Entonces existe una funcion continua y sobreyectiva
de Cono(X) en X si y sdlo si X x [0,1] es g-contraible.

Demostracion. Supongamos que X x [0,1] es g-contraible; entonces existe una
funcion continua y sobreyectiva f: Cono(X) — X x [0,1], por el Teo-
rema 3.7. Si wx:X x[0,1] =X es la proyeccion a la primera coordena-
da, entonces 7wx o f: Cono(X) — X es continua y sobreyectiva. Reciproca-
mente, sea g¢g: Cono(X) — X una funcién continua y sobreyectiva. Definamos
(g x1): Cono(X) x [0,1] = X x [0,1] por (g x 1)(z,t) = (g(x),t). Es claro que g x 1
es continua y sobreyectiva. De otra parte, existe una funciéon continua y sobreyectiva
¢: Cono(X) — Cono(X)x|0, 1], por [2, Teorema 1]. Asi, (gx1)o¢: Cono(X) — X x[0,1]
es continua y sobreyectiva. Ahora bien, la funcién cociente gx: X x [0,1] — Cono(X)
es continua y sobreyectiva. De esta manera concluimos que X x [0, 1] es continuamente
equivalente a Cono(X) y se sigue que X x [0, 1] es g-contraible, por la Proposicion 2.5.

Como veremos més adelante, una consecuencia interesante del Teorema 3.8 es que si X
es un continuo y X x [0, 1] es g-contraible, entonces X~ es g-contraible.

Proposicion 3.9. Sea X un continuo. Si existe una funcion continua y sobreyectiva de
Cono(X) en X, entonces XN es g-contraible.

Demostracion. Sea f: Cono(X) — X una funcién continua y sobreyectiva. Definamos
F: (Cono(X))N — XN por F((x:,4:)2,) = (f(wi,t:))2,. Nétese que F es continua y so-
breyectiva [6, Teorema 2.5, pag. 102|. Ahora bien, por el Teorema de extension de Tietze
existe una funcién continua y sobreyectiva p: X — [0,1]. Sea g: X x X — Cono(X)
definida como g(z,y) = gx(z,u(y)). Es claro que g es continua y sobreyectiva. Asi,
la funcion G: (X x X)N — (Cono(X))N definida por G((z:,y:)2;) = (g(s,4:))2, es
continua y sobreyectiva |6, Teorema 2.5, pag. 102]. Notese que existe un homeomorfis-
mo h: XN = (X x X)N. Por lo tanto, la funcion G o h: XN — (Cono(X))N es con-
tinua y sobreyectiva. De esta manera concluimos que XY es continuamente equivalen-
te a (Cono(X))N. Como Cono(X) es contraible y por tanto g-contraible, tenemos que
(Cono(X))N es g-contraible, por la parte §) del Teorema 3.3. Luego X" es g-contraible,
por la Proposicion 2.5. ]

Combinando la Proposicion 3.9 y el Teorema 3.8, obtenemos lo siguiente:

Corolario 3.10. Sea X wun continuo. Si X x [0,1] es g-contraible, entonces X~ es
g-contraible.

4. Una familia de continuos no g-contraibles y uniformemente
conexos por caminos

Mostraremos una familia de continuos uniformemente conexos por caminos, ninguno de
los cuales es g-contraible. La construcciéon que hacemos aqui es muy similar a la que
se presenta en [3]; sin embargo, a continuaciéon presentamos una familia mas amplia
de continuos con estas condiciones. Como un caso particular de esta familia, damos un
ejemplo de un continuo X uniformemente conexo por caminos que no es g-contraible tal
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que XN y X™ x [0,1] si lo son, para cada n € N. Obsérvese que este resultado implica
que la g-contractibilidad no es preservada por retracciones ni por cocientes.

Dado un continuo X, el conjunto de puntos donde X no es localmente conexo lo deno-
taremos por N(X).

Definicién 4.1. Dados z,y € R?, sea 7y = {tx + (1 —t)y | 0 < ¢ < 1}. Para cadan € N,
sean a = (—1,0), b = (1,0), d,, = (0, %), en = (0, f%), y definamos

Z= (TQM) U (nQE) U ab.

Sea L un subcontinuo uniformemente conexo por caminos del plano tal que Clg2(N (L))
es no vacio y localmente conexo. Sean {D,}°%, y {E,}32; sucesiones de continuos
disyuntos dos a dos, cada uno de ellos homeomorfo a L y tales que lim,,_,, didam(D,,) =
lim,, 00 didm(E, ) = 0. Ademéas, supongamos que d,, € K,, y e, € T, para cada n € N,
donde K,, = Clg2(N (D)) y T, = Clg2(N(Ey)). Definamos

XL:ZU@IDn>U@lEn>.

Sea p = (0,0). Observemos que por construccion lim, oo D, = lim,, oo By, = {p}. En
la Figura 1 mostramos un ejemplo particular de un continuo Xy, .

Notese que el continuo Z es uniformemente conexo por caminos. Por otra parte, co-
mo D, y E, son continuos uniformemente conexos por caminos, para cada n € N, y
limy, 00 didm(D,,) = lim,, oo didm(E,,) = 0 se sigue el siguiente resultado:

Teorema 4.2. El continuo X, es uniformemente conexo por caminos.

A continuacion probaremos que el continuo X, no es g-contraible. La prueba sera basada
en los siguientes lemas.

Lema 4.3. Sea f: X1 — X1 una funcién continua y sobreyectiva, y

Q=abU (D Kn> u(G T)

n=1 n=1

Entonces:

1) Q C f(Q);

2) para cada componente C' de Q, f(C') interseca sélo un nimero finito de componentes

de Q.

Demostracion. Por [7, (3), pag. 28| tenemos que Clx, (N(Xp)) C f(Clx,(N(XL))). Es

claro que
N(X1) = ab\ {a,b} U (U N(Dn)) U <U N(E,,,)) :

n=1
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Notemos que @ es un cerrado de Xr,. Se sigue que Clx, (N(X1)) = @, por [6, Problema
7, p- 91]. Como f es una funcion definida entre continuos, tenemos que f es cerrada; esto
implica que f(Q) es un cerrado de X, y por lo tanto @ = Clx, (N(X.)) C Clx, (f(Q)) =
f(Q). De esta manera, concluimos la parte 1).

Puesto que cada C' componente de @ es localmente conexa, tenemos que f(C) es lo-
calmente conexo [13, Proposicion 8.16]. Ahora supongamos que existe una componente
Cy tal que f(Cy) interseca a un ntimero infinito de componentes de @. Entonces, por la
definicion de X, y @, es facil ver que f(Cp) no es localmente conexo, lo cual es imposible.
Con lo que concluimos la segunda afirmacion del teorema. ]

Lema 4.4. Sea f: X1 — X1, una funcion continua y sobreyectiva, entonces

p € limsup f~(d,,) Nlimsup £~ *(en).

n— o0 n—oo

Demostracion. Supongamos que p ¢ limsup,,_,.. f~1(d,); entonces existe gg > 0 tal
que f~1(d,) N By(p,e0) = 0, para cada n € N. Como lim,, oo D,, = lim,, o E,, = {p},
tenemos que existe N € N tal que si n > N entonces D, U E, C Bg4(p,ep). Sea
Q = abU (U2, Kn) U (U2, T); por la parte 1) del Lema 4.3, existe z, € Q tal
que f(zn) = d,, para todo n € N. Puesto que z, € f~!(d,), se sigue que 2, € D, U E,

para cada n > N. Por lo tanto f~1(d,) N [(Uj\;l K]-> U (U;\:ll Tjﬂ # 0, para to-
don € N. Sean € N. Como cada K,, es compacto y localmente conexo, tenemos que

K, tiene un namero finito de componentes para cada n € N [15, Teorema 4.32]; asf,

[(U;V;ll K j) U (U;\Sl Tjﬂ tiene un namero finito de componentes. De esto tltimo se
sigue que existen una componente C' de @ y una subsucesion {dn,}7>, de {d,}52,
tales que C'N f~1(dyn,) # 0 para cada k € N. Esto prueba que f(C) interseca a un
namero infinito de componentes de @, pero esto contradice la parte 2) del Lema 4.3.
De esta manera concluimos que p € limsup,,_, . f~*(dy,). Similarmente se prueba que

p € limsup,_, o, [~ (en). “

Un dendroide es un continuo hereditariamente unicoherente y arcoconexo. Es conocido
y muy sencillo de demostrar, usando la unicoherencia hereditaria, que si un continuo es
un dendroide, entonces dados dos puntos en él existe un tinico arco que los contiene |5,
pag. 239]. Usaremos este resultado en la prueba del siguiente lema.

Lema 4.5. Sea f: X1, — X, una funcion continua y sobreyectiva. Si H: X1, x[0,1] — X,
es una homotopia tal que H(x,0) = f(x), para cada z € Xr y H(p,1) =a (0o H(p,1) =
b), entonces existe to € [0,1] tal que H(p,to) =b (0o H(p,to) = a, respectivamente).

Demostracion. Supongamos que H(p,1) = a. Sabemos que p € limsup,,_, ., f~*(en), por
el Lema 4.4. Por lo tanto existe una sucesion {z,, }32, en X, tal que z,, € f~!(en,),
para cada k € N, y limy_,o0 25, = p. Luego limy_,00 H(2p,,1) = a. Sean L, y L las
componentes de X, \ {p} que contienen a a y b, respectivamente. Sea U un abierto de
X talquea € Uy U C Xi \ Bg, donde By = Clx, (Ly). Entonces existe N € N tal que
H(zp,,1) € U,si k> N. Como H(zp,,0) = f(2n,) = €n,, €n, € H({2zn,} x [0,1]) para
cada k € N. Notese que si k > N, H({zp, } x[0,1])NU # (. Ahora bien, H ({2, } x [0, 1])
es un continuo arcoconexo y Z es Gnicamente arcoconexo (pues Z es un dendroide) y
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se sigue que b € H({z,,} x [0,1]) para cualquier k¥ > N. Sea {t;}72, una sucesion en
[0,1] tal que H(zp,,tx) = b para todo k > N. Por la compacidad de [0, 1], podemos
suponer que limy_,o tp = to € [0,1]. La continuidad de H implica que H(p,to) = b. Si
H(p,1) = b, la prueba es similar. ]

Teorema 4.6. El continuo Xy, no es g-contraible.

Demostracion. Supongamos que Xy es g-contraible. Entonces existe una funcién
f: Xp — X que es homotopica a una constante. Notese que Xy es un continuo
arcoconexo, por la Proposicion 2.8. Asi, podemos suponer que existe una homotopia
H: Xy x[0,1] = X1, tal que H(z,0) = f(z) y H(z,1) = a para cada z € X,.

Ahora, por el Lema 4.5, existe g € [0, 1] tal que H(p,to) = b. Definamos t, = min{t €
[0,1] | H(p,t) = a} y ty = min{¢t € [0,1] | H(p,t) = b}. Claramente t, # t;. Supongamos
que t, < ty. Notese que H|x, x[0,t,] e una homotopia tal que H(z,0) = f(z) y H(p,ta) =
a para todo x € Xr,. Usando nuevamente el Lema 4.5, existe t1 € [0, ¢,] tal que H(p,t;) =
b; esto contradice la eleccion de t,. Por lo tanto f no es homotdpica a una constante. o

Comentario 4.6.1. En [3, Teorema 4.19], mostramos que existe una familia D no nu-
merable de dendroides uniformemente conexos por caminos tal que ninguno de ellos es
g-contraible. La familia de continuos que dimos en la Definicion 4.1 involucra continuos
que no son dendroides. Sin embargo, la idea de la prueba de este resultado es la misma
idea mostrada en los Lemas 4.3, 4.4 y 4.5 y el Teorema 4.6.

A continuacién presentamos un ejemplo de un continuo X uniformemente conexo por
caminos que no es g-contraible tal que X x [0, 1] si es g-contraible. La construccion de
este continuo es un caso particular de la Definicion 4.1.

Sea Z como en la Definicién 4.1. Definimos a L como sigue: para cada n € N, sea
zn = (1, %) Sea A el segmento de recta que une a los puntos (0,0) y (1,0). Hacemos L =
AulJsZ, (0,0)x,. El continuo L es llamado abanico armdnico. El punto (0, 0) lo llamamos
el vértice de L. Sean {D,}52,, {E,}52, sucesiones de continuos, cada uno de ellos
homeomorfo al abanico armonico, disyuntos dos a dos y tales que lim,,_,~ didm(D,,) =
lim,, 0o didm(E, ) = 0. Para cada n € N, suponemos que el vértice v, de D,, es d,. De
igual forma, supongamos que el vértice u,, de E, es e, para cadan € N. Sea X = Z U
(UsZy Dn)U(UsZ, Ey). Sea p = (0,0) entonces, por la construccion de X, lim,,_yoo D,, =
lim,, 00 En, = {p}. En la Figura 1 mostramos el continuo X.

Teorema 4.7. Consideremos el dendroide X que describimos en el pdrrafo anterior y
mostramos en la Figura 1. Entonces:

1) X es uniformemente conexo por caminos y no es g-contraible;
2) X x[0,1] es g-contraible;
3) X™ x [0,1] es g-contraible para cada n € N;

4) XN es g-contraible.
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Dy

Ey

Figura 1. Un dendroide uniformemente conexo por caminos que no es g-contraible.

Demostracion. La parte 1) es consecuencia de los Teoremas 4.2 y 4.6, respectivamente.
Para probar 2), sean L, y L; las componentes de X \ {p} que contienen a a y b, respec-
tivamente. Notese que By = L, U {p} y B2 = L, U {p} son subcontinuos propios de X
tales que X = By U By y By N By = {p}. No es dificil ver que existe un homeomorfismo
h: By — B tal que h(p) = p. Sea f1: X — B; definida por

I ED si @ € Bi;
fl(aj){h(m), six € Bs.

Como p = h(p), la funciéon f; esta bien definida y es continua, por [12, Teorema 18.3].
Como f1|p, = idp,, f1 es sobreyectiva. De forma similar podemos definir una retraccion
f2: X — Bs. Obsérvese que By y By son subcontinuos contraibles de X. Por lo tanto,
para cada ¢ € {1,2} existe una homotopia H;: X x [0,1] — B; tal que H;(z,0) = fi(x)
vy H;(z,1) = p para cada « € X. Como f; es sobreyectiva para cada i € {1,2}, se sigue
que H; es sobreyectiva para cada i € {1,2}. Sea H: X x [0,1] = X definida por
Hi(x,3t) si0<
H(z,t) = { Hy(x,2 - 3t) si}
Hy(z,3t —2) si2
Es facil ver que H esta bien definida y es continua, por [12, Teorema 18.3]. Notese que
H(z,0) = fi(z) y H(z,1) = p para cada z € X. Sea G: Cono(X) — X definida por

Gla.t) = {H(x,t), St

D, si (x,t) =vx.
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Por [6, Teorema 3.2, pag. 123], la funciéon G es continua y como H es sobreyectiva, se
sigue que G también lo es. Asi, X x [0, 1] es g-contraible, por el Teorema 3.8. Finalmente,
las partes 3) y 4) son consecuencia inmediata de la parte 4) del Teorema 3.3 y el Corolario

3.10. v

Como X x [0, 1] contiene un subespacio homeomorfo a X, se sigue que la g-contractibilidad
no es una propiedad hereditaria. Ahora, como X es un espacio cociente de X x [0, 1],
concluimos también que la g-contractibilidad no es preservada por cocientes.

Una consecuencia del Teorema 3.2 es que si X X [0,1] es g-contraible, entonces X es
uniformemente conexo por caminos. No sabemos si el reciproco de este resultado es
cierto.

Pregunta 4.8. Sea X un continuo. Si X es uniformemente conexo por caminos, jes
entonces X x [0, 1] g-contraible?

Como X x [0,1] es g-contraible si y s6lo si existe una funcién continua y sobreyectiva de
Cono(X) a X, por el Teorema 3.3, la pregunta anterior es equivalente a la siguiente:

Pregunta 4.9. Sea X un continuo. Si X es uniformemente conexo por caminos, jes
entonces X la imagen continua de su propio cono?

Obsérvese que la Pregunta 4.8 reformula la pregunta del profesor Bellamy sobre los
continuos uniformemente conexos por caminos.
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