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Resumen.

En este artículo se expone un modelo matemático al problema de la Tomo-
grafía de Capacitancia Eléctrica (TCE), para el caso de un fluido bifásico
dieléctrico con una inclusión circular. Se resuelve el problema directo, que
consiste en obtener una expresión analítica para las capacitancias mutuas. La
solución del problema directo servirá para validar cualquier método de solu-
ción al problema inverso, para calibrar los equipos de medición actualmente
existentes y además para construir un método de discretización adaptiva para
resolver el problema inverso de la TCE.
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Analytical solution of the direct problem of electrical

capacitance tomography for two-phase fluid with a

circular inclusion

Abstract. In this article is disclosed a mathematical model to the problem of
Electrical Capacitance Tomography (ECT), for the case of a dielectric bipha-
sic fluid with a circular inclusion. We solve the direct problem, which consists
in obtaining an analytic expression for the mutual capacitances. The solution
of the direct problem will serve to validate any method of inverse problem
solution, to calibrate the existing measurement equipment and also to build
an adaptive discretization method to solve the inverse problem of the ECT.
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1. Introducción

La TCE es una herramienta no invasiva que permite obtener una imagen de la distribución
de las componentes en un proceso industrial donde intervienen mezclas de sustancias
dieléctricas, utilizando un sensor formado por un arreglo circular de N electrodos Sj , j =
1, 2, ..., N , que actúan como superficies equipotenciales, equidistribuidos en el exterior de
un tubo aislante por el cual fluye la mezcla y colocado alrededor de la sección transversal a
examinar; se fija uno de ellos (llamado de referencia) y se miden las capacitancias mutuas
entre dicho electrodo y los restantes. Si el electrodo i−ésimo, i = 1, ..., n, se toma como
electrodo de referencia, se denota mediante Cij , j = 1, 2, ..., N, i 6= j, la capacitancia
mutua entre el electrodo j−ésimo, j = 1, 2, ..., N , y el electrodo de referencia [1, 7, 8, 9].

El problema directo de la TCE consiste en hallar el valor de las capacitancias mutuas,
suponiendo conocida la imagen de la distribución de las componentes de la mezcla. El
problema inverso de la TCE consiste en hallar la imagen de la distribución de las compo-
nentes de la mezcla, a partir del conocimiento de los valores de las capacitancias mutuas.
En este artículo planteamos un modelo matemático para el problema de la TCE, en el ca-
so particular en que se tiene un fluido bifásico dieléctrico, donde una de las componentes
es considerada como una inclusión circular.

Las tres causas principales que nos motivan para realizar la presente investigación son:
obtener una expresión analítica que permita calibrar los equipos de medición, validar
cualquier método de solución al problema inverso y construir un método de discretización
adaptiva para el problema inverso de la tomografía de capacitancias; para ello se necesita
tener una relación funcional entre las capacitancias, pues sabemos que el problema inverso
de la tomografía de capacitancias es mal planteado en el sentido de Hadamard, y hasta el
momento no se tienen criterios de discretización para este problema. Una discretización
óptima para el problema inverso de la tomografía de capacitancias debe considerar que
los equipos de medición cometen un error al momento de medir, y por lo tanto el mallado
debe tener un área mínima límite en cada punto [4, 5, 6].

2. Planteamiento del problema

Se considera una tubería compuesta de un material dieléctrico, con permitividad cons-
tante conocida denotada por ε2; por el interior de dicha tubería pasa un fluido compuesto
por dos dieléctricos de pemitividad constante ε0 y ε1, respectivamente, uno de los cuales
ocupa toda la región Ω1 y el otro se considera como una inclusión; de manera que al
realizar una tomografía se tendría una sección transversal descrita por

Ω0 = {z ∈ C : |z − z0| < R0, z0 = (a, 0)} ;
Ω1 = {z ∈ C : R0 < |z − z0| y |z| < R1, z0 = (a, 0)} ;
Ω2 = {z ∈ C : R1 < |z| < R2} ;
Ω3 = {z ∈ C : R2 < |z| < R3} ,

donde Ω∗ = Ω0 ∪ Ω1 representa la región por donde fluye la mezcla, Ω2 el tubo que
contiene la mezcla, y Ω3 la región que ocupa una sustancia amortiguadora usada durante
el proceso de extracción del crudo, y que sirve para evitar interferencias de potenciales
exteriores [2] (ver Figura 1).
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Figura 1. Sección transversal de un flujo bifásico con una inclusión circular.

Si se consideran los electrodos como superficies equipotenciales, y en el electrodo i−ésimo
se provoca un potencial igual a uno y cero en los restantes, al potencial generado U (i)

por el desplazamiento eléctrico se le asocian los potenciales U
(i)
k , i = 1, 2, ..., N , en las

regiones Ωk, k = 0, 1, 2 y 3.

Una relación funcional entre las capacitancias mutuas medidas y la distribución de las
permitividades εk, k = 0, 1, 2 y 3, en la sección transversal satisface la siguiente relación:

Cij = K

{

ε3

∫

S+
j

∂U
(i)
3

∂n2
ds− ε2

∫

S−

j

∂U
(i)
2

∂n2
ds

}

, (1)

donde mediante S+
j y S−

j se denota el mismo arco Sj como parte de la frontera de Ω2 y
Ω3, respectivamente [3].

En este trabajo de investigación se considera un flujo bifásico que corresponde a dos
círculos no necesariamente concéntricos, en los que se tienen materiales de diferente
permitividad. Esto lleva a que el potencial U (i) satisfaga la ecuación de Laplace en las
cuatro regiones en las que se separa la región, Ω0, Ω1, Ω2 y Ω3:

I =






△Uk = 0, en Ωk, k = 0, 1, 2, 3;
Uk = Uk+1, en Rk, k = 0, 1;

εk
∂Uk

∂nk
= εk+1

∂Uk+1

∂nk
, en Rk, k = 0, 1;

U3 = 0, en R3;

U2 = U3 = ψ
(i)
N (θ), en R2,

donde nk es el vector unitario normal exterior a Rk, k = 0, 1 y ψ
(i)
N (θ) está dada por

ψ
(i)
N (θ) =

{
1, si 2π(i−1)

N < θ ≤ 2πi
N ;

0, en cualquier otro caso.

El problema que se resuelve en este artículo consiste en hallar una expresión analítica
para la función U (i) en Ω, ya que a partir de ella se encuentra una expresión analítica
para las capacitancias mutuas, lo cual significa resolver el problema directo de la TCE
para el caso planteado.
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3. Solución del problema

En esta sección se detalla la forma y solución del problema planteado, el cual consiste en
hallar una expresión de las dos integrales que intervienen en la fórmula de las capacitan-
cias mutuas dada en (1).

Notemos que se puede desacoplar la función U
(i)
3 del sistema I, ya que satisface el pro-

blema de Dirichlet:

II =






△U (i)
3 = 0, en Ω3;

U
(i)
3 = 0, en R3;

U
(i)
3 = ψ

(i)
N (θ), en R2.

Dado que la función U
(i)
3 es armónica, se puede buscar en forma de serie de Fourier,

por lo que también se busca la serie de Fourier de la función ψ
(i)
N (θ), y al resolver este

problema se obtiene que

U
(i)
3 = − lnR3

N ln R2

R3

+
ln r

N ln R2

R3

+

∞∑

k=1

2R−k
2

(
r−k −R−2k

3 rk
)

kπ
(
R−2k

2 − R−2k
3

) sen
kπ

N
sen k

(
π(2i − 1)

N
+ θ

)

,

y por lo tanto,

∫
∂U

(i)
3

∂n2
ds =

2π

N2 ln R2

R3

+

4

π2

∞∑

k=1

(
R−2k

3 +R−2k
2

)

k2
(
R−2k

2 −R−2k
3

) sen
kπ

N
cos

2kπ(2i− 1)

N
cos

nπ

N
. (2)

Hasta esta parte se tiene el valor de la primera integral en la fórmula (1). Para hallar el
valor de la segunda integral, se procede bajo los siguientes pasos:

Paso 1. Buscar una transformación conforme f : Ω̄0 ∪Ω1 → {w ∈ C / |w| < 1} tal que

f(Ω0) = Ω∗
0 = {w ∈ C / |w| < ρ0} y f(Ω1) = Ω∗

1 = {w ∈ C / ρ0 < |w| < ρ1 = 1} .

Paso 2. Usando esta transformación conforme, se resuelve el problema auxiliar:

III =






△V0 = 0, en Ω∗
0;

△V1 = 0, en Ω∗
1;

ε0
∂V0

∂n∗

0
= ε1

∂V1

∂n∗

0
, en |w| = ρ0;

V0 = V1, en |w| = ρ0;
V1 = H, en |w| = ρ1,

en las variables transformadas ρ y ϕ, donde H = h(g(w)), h es la función descono-

cida e igual a U
(i)
2 en r = R1, g(w) = f−1(w) y f es la transformación conforme.
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Paso 3. También usando la transformación conforme se resuelve el problema auxiliar:

IV =






△U (i)
2 = 0, en Ω2;

U
(i)
2 = ψ

(i)
N , en r = R2;

U
(i)
2 = h, en r = R1,

en las variables originales r y θ.

Paso 4. Una vez resueltos los problemas auxiliares III y IV en función de h, se deben
encontrar los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de h usando la condición
de contorno

ε1
∂V

(i)
1

∂ρ
= ε2

∂V
(i)
2

∂ρ
,

que debe satisfacerse en ρ = 1.

Paso 5. Una vez obtenido h se debe usar la expresión para U
(i)
2 obtenida en III a fin

de calcular ∫

Sj

∂U
(i)
2

∂r
ds.

3.1. Transformación conforme

Considérese la Figura 2. Se busca una transformación conforme f : Ω̄0 ∪ Ω1 →
{w ∈ C / |w| < 1} tal que f(Ω0) = Ω∗

0 = {w ∈ C / |w| < ρ0} y f(Ω1) = Ω∗
1 =

{w ∈ C / ρ0 < |w| < ρ1 = 1}.
Para ello, se consideran los círculos |z| = R1 y |z − a| = r, donde 0 < α < R1 − r,
α, r ∈ R, y se considera |z − a| = k|z − b| con k > 0, la ecuación del círculo de centro

z0 =
∣
∣
∣a−bk2

1−k2

∣
∣
∣ y radio ρ =

∣
∣
∣k|a−b|
1−k2

∣
∣
∣, donde los puntos son inversos uno del otro.

1

a) b)

x

y

u

v

Figura 2. Transformación conforme de la región a) en la región b).

Si se fijan a y b, y se varía k, la ecuación |z−a| = k|z−b| describe una familia de círculos
que no se intersecan. Así que se pueden pensar los círculos |z| = R1 y |z − α| = r en el
plano z como miembros de esta familia, con la condición de que a y b sean elegidos de
forma que sean puntos inversos con respecto a ambos círculos.
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Por otra parte, como a y b son simétricos respecto a los círculos |z| = R1 y |z − a| = r,
se cumple que ab = R2

1 y (a− α)(b − α) = r2. Resolviendo para a y b se encuentra:

b =
R2

1

a
, a =

1

2α

(
R2

1 + α2 − r2 −A
)
,

donde A2 =
(
R2

1 + α2 − r2
)2 − 4α2R2, y la elección del signo de A es tomando a dentro

y b fuera de ambos círculos; es decir, se debe tomar la raíz que haga que |a| < R1.

Una transformación de Möbius lleva circunferencias en circunferencias y también trans-

forma el simétrico de a respecto a |z| = R1, que es
R2

1

a , en el simétrico de cero respecto

a |w| = 1, que es ∞; es decir, esta transformación tiene un cero en a y un polo en
R2

1

a , lo
que obliga a que la transformación de Möbius sea de la forma

f(z) =
M(z − a)

az −R2
1

;

esta transformación mapea la anterior familia de círculos, que no se intersecan, en una
familia de círculos concéntricos.

Se elige la constante M = −R1 de manera que |z| = R1 es transformado en |w| = 1; por
lo tanto, la transformación buscada,

f(z) =
R1(z − a)

R2
1 − az

, (3)

mapea el círculo |z| = R1 en |w| = 1 y |z − α| = r sobre |w| = ρ0, donde ρ0 = R
a

√
a−α
b−α .

3.2. Solución del problema auxiliar en las variables transformadas ρ y ϕ

Se define Vk(w) = U
(i)
k (g(w)). Por propiedades de las transformaciones conformes, si se

cumple que Uk(z), k = 0 y 1, Uk satisface el problema

V =






△U (i)
k = 0, en Ωk, k = 0, 1;

U
(i)
0 = U

(i)
1 , en R0;

ε0
∂U

(i)
0

∂n0
= ε1

∂U
(i)
1

∂n0
, en R0;

U
(i)
1 = h, en R1;

entonces, para V
(i)
k , con k = 0, 1, se satisface:

V I =






△V (i)
k = 0, en Ω∗

k, k = 0, 1;

V
(i)
0 = V

(i)
1 , en ρ0;

ε0
∂V

(i)
0

∂n∗

0
= ε1

∂V
(i)
1

∂n∗

0
, en ρ0;

V
(i)
1 = H, en ρ1,

donde H(ω) = h(g(w)) y w = ρeiϕ.
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La solución del problema (VI) se halla en forma de serie de Fourier:

V
(i)
0 = A

(0)
0 +

∞∑

k=1

ρk
[
A

(0)
k cos kϕ+B

(0)
k sen kϕ

]
,

V
(i)
1 (w) = A

(1)
0 +B

(1)
0 ln ρ+

∞∑

k=1

{[
A

(1)
k ρk +B

(1)
k ρ−k

]
cos kϕ+

[
C

(1)
k ρk +D

(1)
k ρ−k

]
sen kϕ

}
. (4)

Así que se eligen los coeficientes de manera que se satisfagan las condiciones de contorno
en ρ0 y ρ1. Suponiendo además que la condición de contorno H(eiϕ) = h(g(eiϕ)) =
H(cosϕ, senϕ) es de la forma

H(eiϕ) = a∗0 +
∞∑

k=1

[
a
(∗)
k cos kϕ+ b

(∗)
k senkϕ

]
, (5)

se obtiene un sistema de 9 ecuaciones con 9 incógnitas, de lo cual resulta que los coefi-
cientes son:

A
(0)
0 = A

(1)
0 = a

(∗)
0 , B

(1)
0 = 0,

A
(0)
k =

2ε1a
(∗)
k

ε1(ρ2k0 + 1)− ε0(ρ2k0 − 1)
,

B
(0)
k =

2ε1b
(∗)
k

ε1(ρ2k0 + 1)− ε0(ρ2k0 − 1)
,

A
(1)
k =

(ε0 + ε1) a
(∗)
k

ε1(ρ2k0 + 1)− ε0(ρ2k0 − 1)
,

B
(1)
k =

(ε1 − ε0) ρ
2k
0 a

(∗)
k

ε1(ρ2k0 + 1)− ε0(ρ2k0 − 1)
,

C
(1)
k =

(ε0 + ε1) b
(∗)
k

ε1(ρ2k0 + 1)− ε0(ρ2k0 − 1)
,

D
(1)
k =

(ε1 − ε0) ρ
2k
0 b

(∗)
k

ε1(ρ2k0 + 1)− ε0(ρ2k0 − 1)
.

Por lo tanto la expresión para V
(i)
1 dada en la fórmula (4) es

V
(i)
1 (ρ, ϕ) = a

(∗)
0 +

∞∑

k=1

(ε0 + ε1) ρ
k + (ε1 − ε0) ρ

2k
0 ρ

−k

ε1
(
ρ2k0 + 1

)
− ε0

(
ρ2k0 − 1

)
{
a
(∗)
k cos kϕ+ b

(∗)
k senkϕ

}
. (6)

3.3. Solución del problema auxiliar en las variables originales r y θ

Se resuelve el problema IV en las variables originales. Como z = reiθ y U
(i)
2 es armónica

en el anillo, se busca en la forma

U
(i)
2 (r, θ) = A0 +B0 ln r +

∞∑

k=1

{[
Akr

k +Bkr
−k
]
cos kθ +

[
Ckr

k +Dkr
−k
]
sen kθ

}
. (7)

Vol. 30, No. 2, 2012]



234 S. Reyes, A. Fraguela, V.A. Cruz & E.A. Romano

Además, se tiene el desarrollo en serie de Fourier de la función ψ
(i)
N (θ):

ψ
(i)
N (θ) =

1

N
+

∞∑

k=1

2

kπ
sen

kπ

N

[

sen
kπ(2i− 1) +Nkθ

N

]

. (8)

Nótese que si H(eiϕ) = h(g(eiϕ)), y si

f(R1e
iθ) =

R1e
iθ − a

R1 − aeiθ
= eiϕ, (9)

entonces,

h(R1(cos θ, sen θ)) = Re

{

a∗0 +
∞∑

k=1

[a∗k − ib∗k] f
k(R1e

iθ)

}

, (10)

donde fk representa la potencia k−ésima de f . Utilizando las expresiones (8), (9) y (10),
se obtiene un sistema de seis ecuaciones con seis incógnitas, el cual se resuelve usando el
teorema integral de Cauchy para obtener que:

A0 =
1

N

(

1 +
lnR2

ln R1

R2

)

− lnR2

ln R1

R2

{

a∗0 +
∞∑

p=1

(−1)pa∗p

(
a

R1

)p
}

,

B0 =
1

ln R1

R2

{

a∗0 +
∞∑

p=1

(−1)pa∗p

(
a

R1

)p

− 1

N

}

,

Ak = SR−k
2

{
R−2k

1

kπ
2 sen

kπ

N
cos

kπ(2i− 1)

N
− R−k

2

2k!

∞∑

p=1

a∗p

(
dk

dzk
fp

) ∣∣
∣
∣
∣
z=0

}

,

Bk = S

{
1

2k!

∞∑

p=1

a∗p

(
dk

dzk
fp

) ∣∣
∣
∣
∣
z=0

− 2R−k
2

kπ
sen

kπ

N
cos

kπ(2i− 1)

N

}

,

Ck = SR−k
2

{
R−2k

1

kπ
2 sen

kπ

N
cos

kπ(2i− 1)

N
− R−k

2

2k!

∞∑

p=1

b∗p

(
dk

dzk
fp

) ∣∣
∣
∣
∣
z=0

}

,

Dk = S

{
1

2k!

∞∑

p=1

b∗p

(
dk

dzk
fp

) ∣∣
∣
∣
∣
z=0

− 2R−k
2

kπ
sen

kπ

N
cos

kπ(2i− 1)

N

}

,

donde S = 1

R−2k
1 −R−2k

2

.
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3.4. Coeficientes de Fourier de h

Para determinar los coeficientes a∗k y b∗k se consideran las condiciones en r = R1 y en
ρ = 1 siguientes:

V I =






U
(i)
1 = U

(i)
2 , en R1;

V
(i)
1 = V

(i)
2 , en ρ = 1;

ε1
∂U

(i)
1

∂r = ε2
∂U

(i)
2

∂r , en R1;

ε1
∂V

(i)
0

∂ρ = ε2
∂V

(i)
2

∂ρ , en ρ = 1,

donde V
(i)
2 (w) = U

(i)
2 (g(w)) siempre que R2 <

R2
1

a , para que el polo de f esté fuera
de Ω2 y así se pueda extender la aplicación conforme a dicha región; sin embargo, esto

siempre se cumple, ya que
R2

1

a > 1; luego existen valores de R2 para los cuales se cumple

la suposición R2 <
R2

1

a .

Nótese que

ε1
V

(i)
1

∂ρ

∣
∣
∣
ρ=1

= ε1

∞∑

k=1

k
ε1
(
1− ρ2k0

)
+ ε0

(
ρ2k0 + 1

)

ε1
(
ρ2k0 + 1

)
+ ε0

(
1− ρ2k0

) {a∗k cos kϕ+ b∗k sen kϕ} . (11)

Por otro lado, teniendo en cuenta que g(w) = z, la ecuación dada en (7) se puede escribir
como

U2(g(w))
(i)(r, θ) = A0 +B0 ln r(w) +

Re

∞∑

k=1

{
(Ak − iCk) (g(w))

k + (Bk + iDk) (g(w))
−k
}
, (12)

por lo que al derivar la ecuación (12) se tiene

ε2
∂V

(i)
2

∂ρ

∣
∣
∣
ρ=1

= ε2
B0

R1

(
∂r

∂ρ

) ∣
∣
∣
ρ=1

+

ε2Re

∞∑

k=1

keiϕ
{
(Ak − iCk) (g(e

iϕ))k−1 − (Bk + iDk) (g(e
iϕ))−k−1

}
g′(eiϕ). (13)

A partir de las expresiones (11) y (13) se obtiene:

B0

R1

∫ 2π

0

(
∂r

∂ρ

) ∣
∣
∣
ρ=1

dϕ+

∞∑

k=1

kAk

∫ 2π

0

eiϕ(g(eiϕ))k−1g′(eiϕ)dϕ−

∞∑

k=1

kBk

∫ 2π

0

eiϕ(g(eiϕ))−k−1g′(eiϕ)dϕ = 0; (14)

ε2
B0

R1

∫ 2π

0

(
∂r

∂ρ

) ∣
∣
∣
ρ=1

cosnϕdϕ+ ε2

∞∑

k=1

kAk

∫ 2π

0

cosnϕeiϕ(g(eiϕ))k−1g′(eiϕ)dϕ−

ε2

∞∑

k=1

kBk

∫ 2π

0

cosnϕeiϕ(g(eiϕ))−k−1g′(eiϕ)dϕ = nπε1a
∗
n

ε1
(
1− ρ2k0

)
+ ε0

(
ρ2k0 + 1

)

ε1
(
ρ2k0 + 1

)
+ ε0

(
1− ρ2k0

) ; (15)
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ε2
B0

R1

∫ 2π

0

(
∂r

∂ρ

) ∣
∣
∣
ρ=1

sennϕdϕ+ ε2

∞∑

k=1

kAk

∫ 2π

0

sennϕeiϕ(g(eiϕ))k−1g′(eiϕ)dϕ −

ε2

∞∑

k=1

kBk

∫ 2π

0

sennϕeiϕ(g(eiϕ))−k−1g′(eiϕ)dϕ = nπε1b
∗
n

ε1
(
1− ρ2k0

)
+ ε0

(
ρ2k0 + 1

)

ε1
(
ρ2k0 + 1

)
+ ε0

(
1− ρ2k0

) . (16)

Se resuelve el sistema dado en (14), (15) y (16) usando teoría de residuos, el teorema
integral de Cauchy, la transformación conforme y la teoría de funciones analíticas, y se
calculan las integrales que intervienen para obtener:

a∗0 =
1

N
−

∞∑

p=1

(−1)pa∗p

(
a

R1

)p

,

a∗n =
ε2

πε1n
ε1(1−ρ2n

0 )+ε0(1+ρ−2n
0 )

ε1(1+ρ2n
0 )+ε0(1−ρ2n

0 )

∞∑

k=1

k
[
γn,kAk − (δ

(1)
n,k + δ

(2)
n,k)Bk

]
,

b∗n =
ε2

πε1n
ε1(1−ρ2n

0 )+ε0(1+ρ−2n
0 )

ε1(1+ρ2n
0 )+ε0(1−ρ2n

0 )

∞∑

k=1

k
[
γn,kCk − (δ

(1)
n,k + δ

(2)
n,k)Dk

]
, (17)

donde

γn,k =
πnak

k!

(
R1

a

)n k∑

j=0

(
k
j

)
(n− j + 1)...(n− j + k − 1)

(

−
(
a

R1

)2
)n−j

, (18)

δ
(1)
n,k =

πnak

kR2k
1



 1

n!

dn

dwn

(
w + R1

a

w + a
R1

)k ∣
∣
∣
w=0



 , (19)

y

δ
(2)
n,k =

1

(k − 1)!

dk−1

dwk−1

(

w +
R1

a

)k (
1

wn+1
− wn−1

) ∣
∣
∣
w=−a

R1

. (20)

3.5. Expresión de las capacitancias mutuas

De las expresiones obtenidas en (17) se obtiene una expresión para H . Lo cual quiere
decir que a partir de los coeficientes de Fourier de H ya obtenidos y de la expresión para

U
(i)
2 en términos de esos coeficientes de Fourier se obtiene la expresión de las integrales
∫
Sj

∂U
(i)
2

∂r .

De todo lo expuesto anteriormente se concluye que los coeficientes de Fourier de la función

U
(i)
2 , expresada en la fórmula (7), están dados de manera implícita en el siguiente sistema
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de ecuaciones en a∗0 y b∗0 :

V II =






A0 = 1
N ,

B0 = 0,

Ak =
R−k

2

R−2k
1 −R−2k

2

{
2R−2k

1

kπ sen kπ
N cos kπ(2i−1)

N − R−k
2

2k!

∑∞
p=1 a

∗
p

(
dk

dzk f
p
) ∣
∣
∣
z=0

}
,

Bk = 1
R−2k

1 −R−2k
2

{
1
2k!

∑∞
p=1 a

∗
p

(
dk

dzk f
p
) ∣
∣
∣
z=0

− 2R−k
2

kπ sen kπ
N cos kπ(2i−1)

N

}
,

Ck =
R−k

2

R−2k
1 −R−2k

2

{
2R−2k

1

kπ sen kπ
N cos kπ(2i−1)

N − R−k
2

2k!

∑∞
p=1 b

∗
p

(
dk

dzk f
p
) ∣∣
∣
z=0

}
,

Dk = 1

R−2k
1 −R−2k

2

{
1
2k!

∑∞
p=1 b

∗
p

(
dk

dzk f
p
) ∣
∣
∣
z=0

− 2R−k
2

kπ sen kπ
N cos kπ(2i−1)

N

}
,

donde a∗n y b∗n están dados en (17).

Teorema 3.1. La solución U
(i)
2 del problema de contorno

△U (i)
2 = 0, en {z : R1 < |z| < R2} ;

U
(i)
2 = ψ

(i)
N , en r = R2;

U
(i)
2 = h, en r = R1,

donde ψ
(i)
N está dada en la fórmula (8) y h en la fórmula (10), se expresa en la forma

U
(i)
2 (r, θ) =

1

N
+

∞∑

k=1

{[
Akr

k +Bkr
−k
]
cos kθ +

[
Ckr

k +Dkr
−k
]
sen kθ

}
,

donde los coeficientes se expresan en el sistema V II.

Teorema 3.2. Las capacitancias mutuas Cij que corresponden a un fluido bifásico, donde
una de las fases es un círculo de radio R1 y la otra fase es una inclusión circular de radio
0 < r < R1 − α ubicada en el punto (α, 0), con 0 ≤ α < R1, se calculan en la forma

Cij = K

{

ε3

∫

S+
j

∂U
(i)
3

∂n2
ds− ε2

∫

S−

j

∂U
(i)
2

∂n2
ds

}

,

donde los coeficientes vienen descritos en el Teorema 3.1.

El Teorema 3.2 brinda la fórmula explícita de las capacitancias mutuas para el caso de
un fluido bifásico dieléctrico con una inclusión circular. Esta fórmula sirve para calibrar
los equipos de medición, para validar los métodos de solución al problema inverso para
este caso y para proponer un método de discretización de la región de estudio a fin de
resolver el problema inverso de manera numérica.
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