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Resumen.

En este articulo se expone un modelo matematico al problema de la Tomo-
grafia de Capacitancia Eléctrica (TCE), para el caso de un fluido bifasico
dieléctrico con una inclusién circular. Se resuelve el problema directo, que
consiste en obtener una expresion analitica para las capacitancias mutuas. La
solucién del problema directo servira para validar cualquier método de solu-
cién al problema inverso, para calibrar los equipos de medicién actualmente
existentes y ademas para construir un método de discretizacion adaptiva para
resolver el problema inverso de la TCE.
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Analytical solution of the direct problem of electrical
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Abstract. In this article is disclosed a mathematical model to the problem of
Electrical Capacitance Tomography (ECT), for the case of a dielectric bipha-
sic fluid with a circular inclusion. We solve the direct problem, which consists
in obtaining an analytic expression for the mutual capacitances. The solution
of the direct problem will serve to validate any method of inverse problem
solution, to calibrate the existing measurement equipment and also to build
an adaptive discretization method to solve the inverse problem of the ECT.
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228 S. REYEsS, A. FRAGUELA, V.A. Cruz & E.A. RoMANO

1. Introduccién

La TCE es una herramienta no invasiva que permite obtener una imagen de la distribucion
de las componentes en un proceso industrial donde intervienen mezclas de sustancias
dieléctricas, utilizando un sensor formado por un arreglo circular de N electrodos Sj, j =
1,2,..., N, que actiian como superficies equipotenciales, equidistribuidos en el exterior de
un tubo aislante por el cual fluye la mezcla y colocado alrededor de la seccion transversal a
examinar; se fija uno de ellos (llamado de referencia) y se miden las capacitancias mutuas
entre dicho electrodo y los restantes. Si el electrodo i—ésimo, i = 1, ..., n, se toma como
electrodo de referencia, se denota mediante Cj;, j = 1,2,...,N,¢ # j, la capacitancia
mutua entre el electrodo j—ésimo, j = 1,2, ..., N, y el electrodo de referencia [1, 7, 8, 9].

El problema directo de la TCE consiste en hallar el valor de las capacitancias mutuas,
suponiendo conocida la imagen de la distribucién de las componentes de la mezcla. El
problema inverso de la TCE consiste en hallar la imagen de la distribucion de las compo-
nentes de la mezcla, a partir del conocimiento de los valores de las capacitancias mutuas.
En este articulo planteamos un modelo matematico para el problema de la TCE, en el ca-
so particular en que se tiene un fluido bifasico dieléctrico, donde una de las componentes
es considerada como una inclusién circular.

Las tres causas principales que nos motivan para realizar la presente investigacién son:
obtener una expresion analitica que permita calibrar los equipos de medicion, validar
cualquier método de solucién al problema inverso y construir un método de discretizacion
adaptiva para el problema inverso de la tomografia de capacitancias; para ello se necesita
tener una relacion funcional entre las capacitancias, pues sabemos que el problema inverso
de la tomografia de capacitancias es mal planteado en el sentido de Hadamard, y hasta el
momento no se tienen criterios de discretizacion para este problema. Una discretizacion
optima para el problema inverso de la tomografia de capacitancias debe considerar que
los equipos de medicién cometen un error al momento de medir, y por lo tanto el mallado
debe tener un area minima limite en cada punto [4, 5, 6].

2. Planteamiento del problema

Se considera una tuberia compuesta de un material dieléctrico, con permitividad cons-
tante conocida denotada por €5; por el interior de dicha tuberia pasa un fluido compuesto
por dos dieléctricos de pemitividad constante €g y €1, respectivamente, uno de los cuales
ocupa toda la region €7 y el otro se considera como una inclusioén; de manera que al
realizar una tomografia se tendria una seccion transversal descrita por

Qo = {z€C:|z— 20 < Ro,20 =(a,0)};

Q1 = {z€C:Ry<|z—20 y |z| <Ri,20 = (a,0)};
Qy = {2e€C:R;<|z|] < Ra};

Q3 = {ze€C:Ry<|z| <R3},

donde Q. = Qp U Q; representa la region por donde fluye la mezcla, Qs el tubo que
contiene la mezcla, y €23 la regiéon que ocupa una sustancia amortiguadora usada durante
el proceso de extraccion del crudo, y que sirve para evitar interferencias de potenciales
exteriores [2] (ver Figura 1).
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Figura 1. Seccién transversal de un flujo bifasico con una inclusién circular.

Si se consideran los electrodos como superficies equipotenciales, y en el electrodo i—ésimo
se provoca un potencial igual a uno y cero en los restantes, al potencial generado U
por el desplazamiento eléctrico se le asocian los potenciales U, ,51), i =1,2,....,N, en las
regiones Q, k=0,1,2y 3.

Una relacion funcional entre las capacitancias mutuas medidas y la distribucion de las
permitividades e, K = 0,1,2 y 3, en la seccion transversal satisface la siguiente relacion:

6U(i) 6U(i)
Cii = K 3_ds — 2_d 1
; { [ o [ Tt 1)

donde mediante S;f y S; se denota el mismo arco S; como parte de la frontera de Qs y
3, respectivamente [3].

En este trabajo de investigacion se considera un flujo bifasico que corresponde a dos
circulos no necesariamente concéntricos, en los que se tienen materiales de diferente
permitividad. Esto lleva a que el potencial U® satisfaga la ecuacion de Laplace en las
cuatro regiones en las que se separa la region, Qg, 21, Qs v Q3:

AUkZO, en Qk,k=0,1,2,3;
Ui = Uk41, en Ry, k=0,1;
U, __ ou _ .
I = Eké)n: = €k41 8::17 en R, k=0,1;
Us =0, en Rs;

Up=Us =9 (0), en Ry,
donde ny, es el vector unitario normal exterior a Ry, k =0,1y 1/1%) (9) esta dada por

(i)(o): 1, si MN_” <6< 2
N 0, en cualquier otro caso.

El problema que se resuelve en este articulo consiste en hallar una expresiéon analitica
para la funcion U™ en €, ya que a partir de ella se encuentra una expresion analitica
para las capacitancias mutuas, lo cual significa resolver el problema directo de la TCE
para el caso planteado.
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3. Solucion del problema

En esta seccién se detalla la forma y soluciéon del problema planteado, el cual consiste en
hallar una expresién de las dos integrales que intervienen en la férmula de las capacitan-
cias mutuas dada en (1).

Notemos que se puede desacoplar la funcion Uéi) del sistema I, ya que satisface el pro-

blema de Dirichlet:
AU;) =0, en 3;
I = Uéi) =0, en R3;
Ul = 0(6), en Ry.

Dado que la funcién U?E) es armonica, se puede buscar en forma de serie de Fourier,

por lo que también se busca la serie de Fourier de la funcion 1/1%) (0), y al resolver este
problema se obtiene que

In R3 Inr
R R
NlnR—z NlnR—z

2Ry * (r=F — Ry**r%)  kr m(2i — 1)
,; . (R72k — Rgzk) sen N sen k (7]\7 + 9) ,

2

U = -

y por lo tanto,

(0 5
/8U3 ds = ﬂ-R +
Ona NZIn 2

> (Ry * + Ry 2k) km 2km(2i — 1) nw
= Z

ST cos N ) os BT 2
P LT ) sen - cos N cos — (2)

Hasta esta parte se tiene el valor de la primera integral en la formula (1). Para hallar el
valor de la segunda integral, se procede bajo los siguientes pasos:

Paso 1. Buscar una transformacion conforme f: Qo UQ; — {w € C/ |w| < 1} tal que
fQo) = ={weC/lw <p} y [fl)=0={weC/p<|w|<pr=1}.

Paso 2. Usando esta transformacion conforme, se resuelve el problema auxiliar:

AVy =0, en §f;

AV, =0, en Q7F;
I ={ eogt = angga en |w| = po;

Vo =71, en |w| = po;

Vi=H, en |w|:plu

en las variables transformadas p y ¢, donde H = h(g(w)), h es la funcién descono-
cida e igual a UQ(O enr = Ry, g(w) = f~1(w) y f es la transformacién conforme.
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Paso 3. También usando la transformacién conforme se resuelve el problema auxiliar:

AUQ(i) =0, en Qo;
IV = UQ(l): %), en r = Ry;
UQ(Z) = h, enr = Ry,

en las variables originales r y 6.

Paso 4. Una vez resueltos los problemas auxiliares 111 y I'V en funcién de h, se deben
encontrar los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de h usando la condicion
de contorno

v ol

L, %2
op op

€1
que debe satisfacerse en p = 1.

Paso 5. Una vez obtenido h se debe usar la expresion para Uz(i) obtenida en 77 a fin

de calcular o
/ U, ds.
Sj 67'

3.1. Transformacién conforme

Considérese la Figura 2. Se busca una transformacién conforme f : Qo U Q) —
{weC/|w| <1} tal que f(Q) = Q = {weC/|lw|<p} y f() = QF =
{weC/po <|w| <pr =1}

Para ello, se consideran los circulos |z| = Ry y |z —a| = r, donde 0 < o < Ry — r,
a,r € R, y se considera |z — a| = k|z — b| con k > 0, la ecuacién del circulo de centro
2 . — .
z0 = “;bk% y radio p = ‘ kl‘iki’ l , donde los puntos son inversos uno del otro.
y 4

[P N

QU E

Figura 2. Transformacion conforme de la regién a) en la region b).

Si se fijan a y b, y se varia k, la ecuacion |z —a| = k|z — b| describe una familia de circulos
que no se intersecan. Asi que se pueden pensar los circulos |z| = Ry y |z — a| =7 en el
plano z como miembros de esta familia, con la condicién de que a y b sean elegidos de
forma que sean puntos inversos con respecto a ambos circulos.

Vol. 30, No. 2, 2012]



232 S. REYEsS, A. FRAGUELA, V.A. Cruz & E.A. RoMANO

Por otra parte, como a y b son simétricos respecto a los circulos |z| = Ry y |z —a| =7,
se cumple que ab= R? y (a — a)(b — a) = r?. Resolviendo para a y b se encuentra:

2

_ R

1
b a=—(RI+a*-1r?-A
a’ 2c ( ! )’
2 2 2 2)2 22 i :
donde A* = (Rl +a®—r ) —4a*R?, y la eleccion del signo de A es tomando a dentro
y b fuera de ambos circulos; es decir, se debe tomar la raiz que haga que |a| < R;.
Una transformacion de Mobius lleva circunferencias en circunferencias y también trans-
N R? P
forma el simétrico de a respecto a |z| = Ry, que es —*, en el simétrico de cero respecto

. . R?
a |w| =1, que es oo; es decir, esta transformacion tiene un cero en a y un polo en —*, lo

que obliga a que la transformacion de Mobius sea de la forma

M(z—a)
az— R?’

flz) =

esta transformacién mapea la anterior familia de circulos, que no se intersecan, en una
familia de circulos concéntricos.

Se elige la constante M = —R; de manera que |z| = R; es transformado en |w| = 1; por
lo tanto, la transformacién buscada,

Ri(z—a)
==\ 3
/) R? —az’ (3)
mapea el circulo |2| = Ry en |w| =1y |z — a| = r sobre |w| = po, donde py = &, /4=2.

3.2. Solucién del problema auxiliar en las variables transformadas p y ¢

Se define Vi (w) = U, ,gi) (g(w)). Por propiedades de las transformaciones conformes, si se
cumple que Ug(2), k =0y 1, Uy satisface el problema

AU =, en Qp, k= 0,1;
Uy =y, en Ro;
V= aul? _ _auld )
50_,970 =E&1gp,» O Ro;
Ul(z) = h, en Rq;

)

entonces, para Vk(l ,con k = 0,1, se satisface:

AV =, en Q,k=0,1;
vy =, en po;

VI = oy ® av®
503—7232513—237 €1 Po;
Vl(z) = H, en pi,
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La solucion del problema (VI) se halla en forma de serie de Fourier:

l) 0)+Zp [ % coskcp—i—B,(c)senkgo}

Vi (w) = AV + B np +
i { [A(l) k4 B( ) ] cos ko + [C(l)pk + D( ) ] sen kgo} (4)
k=1

Asi que se eligen los coeficientes de manera que se satisfagan las condiciones de contorno
en po y p1. Suponiendo ademés que la condicién de contorno H(e'?) = h(g(e'?)) =
H(cosp,sen ) es de la forma

=aj+ i [ coskp + b( ) sen k(p} (5)
k=1

se obtiene un sistema de 9 ecuaciones con 9 incognitas, de lo cual resulta que los coefi-
cientes son:

AP — 4D — o) B
g

Az(co) _ 2e1ay,

e1(pdF +1) —eo(pgF — 1)
BI(QO) B 2511),(:)

e1(pgt +1) —eo(pgt — 1)
A,(j) (€0 +e1) a,(:)

e1(pf* +1) —eo(pft — 1)’
Bl(cl) (81 - EO)ng v :

e1(pdF +1) —eo(p3F — 1)
o — (g0 + 1) 0"

e1(pgt +1) —eo(pgt — 1)
D _ (e1 — e0) p3FD”

P a(pgh 4 1) —eo(pdF — 1)

Por lo tanto la expresion para Vl(i) dada en la formula (4) es

i s—i-a +(e1—¢€ k
V1()( 7a +Z 0 1P (e1 o)PoP

+1) —eo (p5" — 1)

{ ) cos ke + b( )senktp} (6)

3.3. Solucion del problema auxiliar en las variables originales r y 60

Se resuelve el problema IV en las variables originales. Como z = re? y UQ(Z) es armonica
en el anillo, se busca en la forma

U2i) (r,0) = Ao+ Bolnr + Z { [Akrk + Bkr_k] cos kO + [Ckrk + Dkr_k} sen k@} .
k=1
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Ademas, se tiene el desarrollo en serie de Fourier de la funcion 1/)1(\? (9):

i I = 2 km km(2i — 1) + Nk6
1/)1(\,) 0)=—=+ Z T SN {sen ~ . (8)

Notese que si H(e'?) = h(g(e™?)), y si

entonces,
h(Ri(cosf,send)) = {ao + Z — ibi] f¥(Rye’ )} (10)

donde f* representa la potencia k—ésima de f. Utilizando las expresiones (8), (9) y (10),
se obtiene un sistema de seis ecuaciones con seis incognitas, el cual se resuelve usando el
teorema integral de Cauchy para obtener que:

1 In Ry In Ry > (a)p
A=~ [1+ S 1) S NS DU (R B
(i) 1—{ 2R

BO lRl Z < >_N

Ry k km(2i—1)  Ry% & d*
A = SR;’“{ /€17r 2sen§cos ﬂ-(]i[ ) - 22! a,, (dz’f fp>
=1

LR VY pzl% Az .

Ry*F 0 kr kw(2i—1) Ry d*
Ck:SRQk{ klzﬂ' 2sen§cos W(]i] ) _ 2Z| b, (Wfp>
it

2Rk km(2i —1
_ 2Ry km km(2i-1)

km N N

2Rk k km(2i — 1
_ 2Ry km km(2i-1)

km N N

FTT 2k P e

2=0

[Revista Integracion



Solucién del problema directo de la TCE para un fluido bifisico con inclusién circular 235

3.4. Coeficientes de Fourier de h

Para determinar los coeficientes aj y b; se consideran las condiciones en » = R; y en
p = 1 siguientes:

Ul(z) = U2(Z), en Ry;
V(l) = VQ(Z) en p=1;
VI = aU('L) 8U(1)
€1 ('97‘ €25, Br , €n Rl;
av(l) V. (1)
€1 a[;) :‘523—%7 en p =1,

2

donde X/Q(i) (w) = UQi) (9(w)) siempre que Ry < %, para que el polo de f esté fuera

de Q9 y asi se pueda extender la aplicaciéon conforme a dicha region; sin embargo, esto
2

siempre se cumple, ya que % > 1; luego existen valores de Rs para los cuales se cumple

R2
la suposicién Ry < —*

Notese que

VlZ Z 1—P0)+50(P(2)k+ )
— +1) +eo (1 - pg")

Por otro lado, teniendo en cuenta que g(w) = z, la ecuacion dada en (7) se puede escribir
como

e1 {aj, cosky + b sen kep} . (11)

Us(g(w)) @ (r,0) = Ag + Bolnr(w) +

Re " {(Ax —iC) (g(w))* + (B +iDy) (g(w)) ™}, (12)
k=1
por lo que al derivar la ecuacion (12) se tiene

v, By [or
a2 =er—- | == ‘
8p p=1 Ry 8p p=1

eaRe Y ke' {(Ar —iCh) (9(e"))* ™" = (B +iDy) (9(e) "} g/(¢¥).  (13)
k=1

A partir de las expresiones (11) y (13) se obtiene:
By 277(87“)\ o0 /277 ‘ L
°N a9 d + kA 67'50 e i d _
R Jy (5 Lot 2ok | o) g e
> 27
ZkB’“/ e (g(e'?)) g (e")dp = 0; (14)
k=1 0

B 2m oo 2m ) ) )
0 <g> ‘ cosnpdp + €9 Z kAj / cos ne’? (g(e?)) g (") dyp —
p) lp=1 1 0
00 27 ) ) ) € 1— 2k 4 e 2k + 1
€2 Z kBk/ cos ncpe“"(g(ew’))_k_lg’(ew’)dgp = nmeia;, ! ( Fo ) 0 (po ) ;
0

ex (p8" +1) + 0 (1= pg")’
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BO 2 ( or

Eo— a_p

i 2w
B Jy )’p_lse“”‘f’d@mz’“‘k/o sennipe™® (g(c#)) 1 g/ (¢'%)dip —

=1
(1 ) e (1)
e1 (p3F + 1) +e0 (1 — p3F)

" . (16)
0

€9 Z kBk/ sennpe'? (g(e™)) "1y (') dp = nme b,
k=1

Se resuelve el sistema dado en (14), (15) y (16) usando teoria de residuos, el teorema
integral de Cauchy, la transformaciéon conforme y la teoria de funciones analiticas, y se
calculan las integrales que intervienen para obtener:

p=1
. _ 2 .- 0+ 5]
n = e1(1—p2) +eo(ltpp ") Dk {7"7’“4’“ Ok + 0 k) Br |
T @ e oo (g™ K1
* €2 - 1 2
bn - 51(1—p§")+ao(1+p52") K |:’Yn,kck B (6n’3€ + 6"’;)Dk] ’ (17)
T (e D
donde
mna® (Ri\" k . . a\? "
=T () @ e-iwvetn-ivk-n (< (7)) 0s)
j=0
mmak [(1 dv [w+ B ’
o0 = T | o =) | (19)
' kR7 nldw™ \ w+ %= w=0
y
5@ 7;£ +& * 1 n—1 ‘ (20)
kT (ke — 1) dwk—1 YT wntt Y w=72"

3.5. Expresion de las capacitancias mutuas

De las expresiones obtenidas en (17) se obtiene una expresion para H. Lo cual quiere
decir que a partir de los coeficientes de Fourier de H ya obtenidos y de la expresion para
U2(Z) en términos de esos coeficientes de Fourier se obtiene la expresion de las integrales
f 8U2(i)

S; or

J

De todo lo expuesto anteriormente se concluye que los coeficientes de Fourier de la funcién
UQ(l), expresada en la formula (7), estan dados de manera implicita en el siguiente sistema
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: * * .
de ecuaciones en aj y b :

AO: %7
BOZOv

(5 ety on 22205 ()|
Vit = By = R*%iR;?k {Lk Z;O 1 (l; (dz"f ) L:O 2}: sen 73\7; cos kﬂ-(?\l}_l) } ’

(e o 8 S ()|
Dy = i {a Sy (#07) |, - 253 ~sen B con 250
donde o y b} estan dados en (17).

Teorema 3.1. La solucion Uz(i) del problema de contorno

AUQ(i): , en {z: Ry <|z] < Ra};

U2(i)= %), enr = Ry;

UQ(i) = h, enr = Ry,

donde 1/)](\1,) estd dada en la formula (8) y h en la formula (10), se expresa en la forma
Z) (r,0) Z Akrk + Bkr_k} cos k6 + [Ckrk + Dkr_k] sen k6‘} ,
=1

donde los coeficientes se expresan en el sistema VII.

Teorema 3.2. Las capacitancias mutuas C;; que corresponden a un fluido bifdsico, donde
una de las fases es un circulo de radio Ry y la otra fase es una inclusion circular de radio
0 <r < Ry — « ubicada en el punto («,0), con 0 < o < Ry, se calculan en la forma

(4) (4)
Ol'j =K 83/ 8U3 ds — 82/ 8U2 ds s
S;r 8n2 ; 8n2

donde los coeficientes vienen descritos en el Teorema 3.1.

El Teorema 3.2 brinda la formula explicita de las capacitancias mutuas para el caso de
un fluido bifésico dieléctrico con una inclusién circular. Esta férmula sirve para calibrar
los equipos de medicién, para validar los métodos de solucién al problema inverso para
este caso y para proponer un método de discretizacion de la region de estudio a fin de
resolver el problema inverso de manera numérica.
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