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1. Introducción

A principios de los años treinta del siglo XX, Karol Borsuk define el concepto de retracto
[1], así como los conceptos de retracto absoluto y retracto de vecindad absoluto [2]. La
teoría de estos espacios, llamada Teoría de los Retractos, se ha desarrollado tanto, que
para 1967 ya se habían escrito dos libros sobre ellos: [6] y [3]. La teoría de los retractos
ha resultado ser muy útil en la topología de dimensión infinita [4], [9] y [10]. Se han
estudiado los retractos absolutos en la teoría de los hiperespacios de espacios métricos,
compactos y conexos [11] y [5] (véanse [7] y [8] para saber más sobre hiperespacios).

El objetivo de este trabajo es presentar algunas de las propiedades elementales que tienen
los retractos absolutos y los retractos de vecindad absolutos.
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2. Preliminares

Empezaremos presentando la noción que emplearemos en el resto del trabajo.

Notación. Consideraremos los siguientes conjuntos:

• IN denota al conjunto de números naturales.

• IRn denota al espacio euclidiano de dimensión n cuya norma, || · ||, está dada por:

||(x1, . . . , xn)|| =




n∑

j=1

x2j




1
2

.

• La bola cerrada de dimensión n y de radio 1 es: Bn = {x ∈ IRn | ||x|| ≤ 1}.

• La esfera de dimensión n− 1 y de radio 1 es: Sn−1 = {x ∈ IRn | ||x|| = 1}.

• El cubo de Hilbert, denotado Q es: Q =
∏∞

n=1[0, 1]n, donde [0, 1]n es una copia de [0, 1].
La distancia, ρ, entre dos puntos de Q está dada por:

ρ((xn)
∞
n=1, (x

′
n)

∞
n=1) =

∞∑

n=1

1

2n
|xn − x′n|.

Definición 2.1. Decimos que un espacio métrico, separable y no vacío X es contráctil
si existen un punto x0 en X y una función continua H : X × [0, 1] →→ X tales que
H((x, 0)) = x y H((x, 1)) = x0, para toda x ∈ X .

Definición 2.2. Sea X un espacio métrico, separable, compacto y no vacío. Entonces
C(X, IR) denota al conjunto de todas las funciones continuas de X en IR. A C(X, IR) se
le puede dar la estructura de espacio vectorial definiendo la suma y la multiplicación por
escalares de manera puntual. Si f ∈ C(X, IR), entonces definimos su norma como: ||f || =
sup{|f(x)| | x ∈ X}. Es fácil ver que || · || : C(X, IR) → [0,∞) es, de hecho, una norma.
En consecuencia, la función ρ : C(X, IR)×C(X, IR) → [0,∞) dada por ρ(f, g) = ||f − g||
es una métrica para C(X, IR) y, por tanto, genera una topología.

Definición 2.3. Sean V un espacio vectorial métrico, separable y no vacío, y C un sub-
conjunto no vacío de V . Decimos que C es un conjunto convexo si para cualesquiera dos
elementos c0 y c1 de C, se tiene que el conjunto {(1− t)c0+ tc1 | t ∈ [0, 1]} está contenido
en C.

Definición 2.4. Sean V un espacio vectorial, el cual es métrico, separable y no vacío, y
A un subconjunto no vacío de V . El casco convexo de A, denotado conv(A), se define
como: conv(A) =

⋂
{C | A ⊂ C y C es un conjunto convexo}.

Teorema 2.5 ([9, 1.2.3]). Para cada espacio métrico, separable, compacto y no vacío
(X, d), existe un encaje isométrico h : X → C(X, IR) tal que:

(1) para cada subconjunto Y de X, h(Y ) es un subconjunto cerrado de conv(h(Y )), y

(2) h(X) ⊂ {f ∈ C(X, IR) | ||f || ≤ diam(X)}.
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El siguiente resultado es conocido como el Teorema de extensión de Dugundji.

Teorema 2.6 ([9, 1.4.13]). Sea (V, || · ||) un espacio vectorial normado, separable y
no vacío. Para cada espacio X, cada subespacio cerrado A de X y toda función con-
tinua f : A → V , existe una función continua F : X → V tal que F |A = f y
F (X) ⊂ conv(f(A)).

Como consecuencia del Teorema 2.6, obtenemos el Teorema de extensión de Tietze.

Teorema 2.7. Sean X un espacio métrico, separable y no vacío y A un subconjunto
cerrado de X. Si f : A → [0, 1] es una función continua, entonces existe una función
continua F : X → [0, 1] tal que F |A = f .

Del Teorema 2.7 se obtiene el Lema de Urysóhn.

Teorema 2.8. Sea X un espacio métrico, separable y no vacío. Si A y B son subconjuntos
cerrados de X, entonces existe una función continua f : X → [0, 1] tal que f(A) = {0} y
f(B) = {1}.

Teorema 2.9. Todo espacio métrico, separable y no vacío X se puede encajar en el cubo
de Hilbert Q.

Demostración. Recordemos que todos nuestros espacios son métricos y separables. Sea
U una base numerable de X . Consideremos la familia

W = {(U, V ) | U, V ∈ U , Cl(U) ⊂ V y V 6= X}.

Notemos que W es un conjunto numerable. Para cada (U, V ) ∈ W , por el Teorema 2.8,
existe una función continua f : X → [0, 1] tal que f(Cl(U)) = {0} y f(X \V ) = {1}. Sea
F = {fn}

∞
n=1 la colección de funciones obtenidas de esta manera. Definimos h : X → Q

como h(x) = (fn(x))
∞
n=1. Es fácil ver que h es un encaje. �XXX

3. Retractos absolutos y retractos de vecindad absolutos

Definición 3.1. Sean X un espacio métrico, separable y no vacío y A un subespacio no
vacío de X . Decimos que A es un retracto de X si existe una función continua r : X →→ A
tal que r(a) = a, para toda a ∈ A. A la función r se le llama una retracción.

Ejemplo 3.2. Observemos que la función r : IRn+1 →→ Bn dada por

r(x) =




x, si x ∈ Bn;
x

||x||
, si x ∈ IRn+1 \ Bn,

es una retracción.

Una propiedad importante de los retractos es la siguiente:

Teorema 3.3. Sean X un espacio métrico, separable y no vacío y A un subespacio no
vacío de X. Si A es un retracto de X, entonces A es cerrado en X.
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Demostración. Supongamos que A es un retracto deX y que r : X →→ A es una retracción.
Si A = X entonces, claramente, A es cerrado en X . Supongamos que A 6= X . Sea
x0 ∈ X \ A. Notemos que r(x0) 6= x0. Entonces existen dos subconjuntos abiertos U0 y
V0 de X tales que x0 ∈ U0, r(x0) ∈ V0 y U0 ∩ V0 = ∅. Como r es continua, r−1(V0) es un
subconjunto abierto de X tal que x0 ∈ r−1(V0). Sea W0 = U0 ∩ r−1(V0). Entonces W0 es
un subconjunto abierto de X , x0 ∈W0 y W0 ∩ r(W0) = ∅. Supongamos que W0 ∩A 6= ∅.
Sea a ∈ W0 ∩ A. Entonces, como a ∈ A, r(a) = a y, como a ∈ W0, r(a) ∈ W0. Esto
implica que a ∈ W0∩r(W0), lo cual es una contradicción. De donde, W0 ⊂ X \A y X \A
es abierto en X . Por tanto, A es cerrado en X . �XXX

Teorema 3.4. Un subespacio A de un espacio métrico, separable y no vacío X es un
retracto de X si y sólo si para cada espacio Y y cada función continua f : A→ Y , existe
una función continua F : X → Y tal que F |A = f .

Demostración. Supongamos que A es un retracto de X . Sean Y un espacio y f : A→ Y
una función continua. Como A es un retracto de X , existe una retracción r : X →→ A. Sea
F = f ◦r. Entonces F es una función continua de X en Y tal que F (a) = f ◦r(a) = f(a),
para toda a ∈ A. Por tanto, F |A = f .

Inversamente, supongamos que para cada espacio Y y cada función continua f : A→ Y ,
existe una función continua F : X → Y tal que F |A = f . Sean Y = A y f = 1A. Entonces,
por hipótesis, existe una función continua F : X → A tal que F |A = 1A. Por tanto, A es
un retracto de X . �XXX

Teorema 3.5. Todo retracto de un espacio métrico, separable y no vacío contráctil es
contráctil.

Demostración. Sean X un espacio contráctil y A un retracto de X . Sea r : X →→ A una
retracción. Como X es contráctil, existen un punto x0 en X y una función continua
H : X × [0, 1] →→ X tales que H((x, 0)) = x y H((x, 1)) = x0, para toda x ∈ X . Sea
F : A × [0, 1] →→ A definida por F ((a, t)) = r ◦ H((a, t)), para cada (a, t) ∈ A × [0, 1].
Entonces F es una función bien definida y continua tal que para toda a ∈ A, se tiene que
F ((a, 0)) = r ◦H((a, 0)) = r(a) = a y F ((a, 1)) = r ◦H((a, 1)) = r(x0). Por tanto, A es
contráctil. �XXX

Definición 3.6. Sean X un espacio métrico, separable y no vacío y A un subespacio no
vacío de X . Decimos que A es un retracto de vecindad de X si existen un abierto U de
X tal que A ⊂ U y una retracción r : U →→ A.

Ejemplo 3.7. Sn es un retracto de vecindad de IRn+1, sean U = IRn+1\{0} y r : U →→ Sn

dada por r(x) =
x

||x||
.

Definición 3.8. Decimos que un espacio métrico, separable y no vacío X es un retracto
absoluto si para cada espacio Z y cada encaje h : X → Z tal que h(X) es un subconjunto
cerrado de Z, se tiene que h(X) es un retracto de Z.

Definición 3.9. Decimos que un espacio métrico, separable y no vacío X es un extensor
absoluto si para cada espacio Z, cada subconjunto cerrado y no vacío A de Z y toda
función continua f : A→ X , existe una función continua F : Z → X tal que F |A = f .
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Definición 3.10. Decimos que un espacio métrico, separable y no vacío X es un retracto
de vecindad absoluto si para cada espacio Z y cada encaje h : X → Z tal que h(X) es un
subconjunto cerrado de Z, se tiene que h(X) es un retracto de vecindad de Z.

Definición 3.11. Decimos que un espacio métrico, separable y no vacío X es un extensor
de vecindad absoluto si para cada espacio Z, cada subconjunto cerrado y no vacío A de
Z y toda función continua f : A → X , existen un subconjunto abierto U de Z tal que
A ⊂ U y una función continua F : U → X tal que F |A = f .

Observermos que todo retracto (extensor) absoluto es un retracto (extensor) de vecindad
absoluto, y el recíproco no es cierto.

Teorema 3.12. El ser un extensor absoluto y un extensor de vecindad absoluto son
propiedades topológicas.

Demostración. Veremos que el ser un extensor de vecindad absoluto es una propiedad
topológica. La prueba para el caso de un extensor absoluto es análoga.

SeanX un extensor de vecindad absoluto y Y un espacio homeomorfo aX . Sea h : Y →→X
un homeomorfismo. Para ver que Y es un extensor de vecindad absoluto, sean Z un
espacio, A un subconjunto cerrado no vacío de Z y f : A → Y una función continua.
Notemos que h◦f : A→ X es una función continua. Como X es un extensor de vecindad
absoluto, existen un subconjunto abierto U of Z tal que A ⊂ U y una función continua
g : U → X tal que g|A = h ◦ f . Definimos F : U → Y como F = h−1 ◦ g. Entonces F es
una función continua tal que si a ∈ A entonces

F (a) = h−1 ◦ g(a) = h−1 ◦ h ◦ f(a) = f(a).

De aquí se sigue que F |A = f . Por tanto, Y es un extensor de vecindad absoluto. �XXX

Nuestro próximo objetivo es probar que los conceptos de retracto absoluto y extensor ab-
soluto son equivalentes, y que lo mismo sucede con los conceptos de retracto de vecindad
absoluto y de extensor de vecindad absoluto.

Teorema 3.13. Sea X un espacio métrico, separable y no vacío. Entonces:

(1) X es un retracto absoluto si y sólo si X es un extensor absoluto.

(2) X es un retracto de vecindad absoluto si y sólo si X es un extensor de vecindad
absoluto.

Demostración. Sólo probaremos (2); la demostración de (1) es similar.

Supongamos que X es un retracto de vecindad absoluto. Veremos que X es un extensor
de vecindad absoluto. Para esto, sean Z un espacio, A un subconjunto cerrado y no vacío
de Z y f : A→ X una función continua. Por el Teorema 2.9, existe un encaje h′ : X → Q.
Por el Teorema 2.5, existen un espacio vectorial normado V y un encaje h′′ : Q → V tal
que h′′ ◦ h′(X) es un subconjunto cerrado de h′′(Q) y, por tanto de V . Sea h = h′′ ◦ h′.
Como X es un retracto de vecindad absoluto, existen un abierto U de V que contiene a
h(X) y una retracción r : U →→ h(X). Por el Teorema 2.6, existe una función continua
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g : Z → V tal que g|A = h ◦ f . Sea W = g−1(U). Entonces W es un subconjunto abierto
de Z tal que contiene a A. Definimos F : W → X como F (w) = h−1 ◦ r ◦ g(w), para toda
w ∈W . Observemos que F es una función continua y que si a ∈ A, entonces

F (a) = h−1 ◦ r ◦ g(a) = h−1 ◦ r ◦ h ◦ f(a) = h−1 ◦ h ◦ f(a) = f(a).

En consecuencia, F |A = f . Por tanto, X es un extensor de vecindad absoluto.

Ahora supongamos que X es un extensor de vecindad absoluto. Mostraremos que X es
un retracto de vecindad absoluto. Sean Z un espacio y h : X → Z un encaje tales que
h(X) es un subconjunto cerrado de Z. Como h(X) es un extensor de vecindad absoluto
(Teorema 3.12), para la función identidad 1h(X) existen un subconjunto abierto U de
Z que contiene a h(X) y una función continua F : U →→ h(X) tal que F |h(X) = 1h(X).
Esto implica que F una retracción y que h(X) es un retracto de U . Por tanto, X es un
retracto de vecindad absoluto. �XXX

Como consecuencia de los Teoremas 3.12 y 3.13, se tiene:

Corolario 3.14. El ser un retracto absoluto y un retracto de vecindad absoluto son
propiedades topológicas.

El siguiente resultado nos proporciona un ejemplo de retracto absoluto.

Teorema 3.15. Si C es un subconjunto convexo de un espacio vectorial normado separable
y no vacío V , entonces C es un retracto absoluto.

Demostración. Sean Z un espacio y h : C → Z un encaje tal que h(C) es cerrado en
Z. Observemos que h−1 : h(C) → C es una función continua. Por el Teorema 2.6, existe
una función continua H : Z → conv(C) tal que H |h(C) = h−1. Como C es convexo,
conv(C) = C. Sea r : Z →→ h(C) definida como r = h ◦ H . Entonces r es una función
continua y r(h(c)) = h ◦H(h(c)) = h ◦ h−1(h(c)) = h(c). De donde r es una retracción.
Por tanto, C es un retracto absoluto. �XXX

Teorema 3.16. Las siguientes afirmaciones se cumplen:

(1) Todo subconjunto abierto y no vacío de un retracto de vecindad absoluto es un retracto
de vecindad absoluto.

(2) Todo retracto de un retracto absoluto es un retracto absoluto.

(3) Todo retracto de un retracto de vecindad absoluto es un retracto de vecindad absoluto.

(4) El producto de una familia a lo más numerable de espacios métricos, separables y no
vacíos es un retracto absoluto si y sólo si cada factor es un retracto absoluto.

(5) El producto de una familia finita de retractos de vecindad absolutos es un retracto de
vecindad absoluto.

Demostración. Veamos que se cumple (1). Sean X un retracto de vecindad absoluto y U
un subconjunto abierto de X . Para mostrar que U es un retracto de vecindad absoluto,
sean Z un espacio y h : U → Z un encaje de tal forma que h(U) es un subconjunto
cerrado de Z. Entonces h−1 : h(U) → U ⊂ X es una función continua. Como X es un
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retracto de vecindad absoluto, por el Teorema 3.13, existen un subconjunto abierto V
de Z tal que h(U) ⊂ V y una función continua F : V → X tal que F |h(U) = h−1. Como
U es un abierto de X , W = F−1(U) es un subconjunto abierto de V y, por tanto, de Z
tal que h(U) ⊂ W ⊂ V . Sea r : W → h(U) dada por r(w) = h ◦ F (w). Observemos que
r es una función continua. Para ver que r es una retracción, sea h(u) ∈ h(U). Entonces
r(h(u)) = h ◦ F (h(u)) = h ◦ h−1(h(u)) = h(u). De aquí se sigue que h(U) es un retracto
de W . Por tanto, U es un retracto de vecindad absoluto.

Probemos (3). La demostración de (2) se similar. SeanX un retracto de vecindad absoluto
y Y un retracto deX . Sea r : X →→ Y una retracción. Sean Z un espacio,A un subconjunto
cerrado y no vacío de Z y f : A→ Y ⊂ X una función continua. Como X es un retracto
de vecindad absoluto, por el Teorema 3.13, existen un abierto V de Z tal que A ⊂ V
y una función continua g : V → X tal que g|A = f . Sea F = r ◦ g. Entonces F es una
función continua de V en Y tal que

F (a) = r ◦ g(a) = r ◦ f(a) = f(a),

para toda a ∈ A. De donde, F |A = f . Por tanto, por el Teorema 3.13, Y es un retracto
de vecindad absoluto.

Veamos que (4) se satisface. Sea {Xn}∞n=1 una sucesión de espacios. Para cadam ∈ IN, sea
πm :

∏∞
n=1Xn →→ Xm la función proyección. Para cada n ∈ IN, sea x′n ∈ Xn. Seanm ∈ IN

e im : Xm →
∏∞

n=1Xn dada por im(xm) = (x′1, . . . , x
′
m−1, xm, x

′
m+1, . . .). Notemos que

im es un encaje de Xm en
∏∞

n=1Xn. También observemos que

im ◦ πm :
∏∞

n=1Xn → im(Xm)

es una retracción. De aquí se obtiene que, si
∏∞

n=1Xn es un retracto absoluto y m ∈ IN,
entonces im(Xm) es un retracto absoluto, por la parte (2) de este teorema. Por tanto,
por el Corolario 3.14, Xm es un retracto absoluto. Supongamos ahora que para cada
n ∈ IN, Xn es un retracto absoluto. Para mostrar que

∏∞
n=1Xn es un retracto absoluto,

sean Z un espacio, A un subconjunto cerrado y no vacío de Z y f : A →
∏∞

n=1Xn. Por
el Teorema 3.13, para cada n ∈ IN, existe una función continua fn : Z → Xn tal que
fn|A = πn ◦ f . Definimos F : Z →

∏∞
n=1Xn como F (z) = (fn(z))

∞
n=1. Entonces F es una

función continua tal que

F (a) = (fn(a))
∞
n=1 = (πn ◦ f(a))∞n=1 = f(a).

Por consiguiente, F |A = f . Por tanto, por el Teorema 3.13,
∏∞

n=1Xn es un retracto
absoluto.

Mostremos (5). Lo haremos para el caso de dos factores; el caso general se seguirá por
inducción matemática. La prueba es similar a la dada en (4), pero incluimos los detalles
para la conveniencia del lector. Supongamos que X1 y X2 son retractos de vecindad
absolutos. Para probar que X1 × X2 es un retracto de vecindad absoluto, sean Z un
espacio, A un subconjunto cerrado y no vacío de Z y f : A → X1 × X2 una función
continua. Por el Teorema 3.13, existen dos subconjuntos abiertos V1 y V2 de Z tales
que A ⊂ V1 y A ⊂ V2, y dos funciones continuas f1 : V1 → X1 y f2 : V2 → X2 tales
que f1|A = π1 ◦ f y f2|A = π2 ◦ f . Sean V = V1 ∩ V2 y F : V → X1 × X2 dada por
F (v) = (f1(v), f2(v)). Entonces F es una función continua y

F (a) = (f1(a), f2(a)) = (π1 ◦ f(a), π2 ◦ f(a)) = f(a).
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De lo anterior concluimos que F |A = f . Por tanto, por el Teorema 3.13, X1 ×X2 es un
retracto de vecindad absoluto. �XXX

El siguiente resultado nos proporciona más ejemplos de retractos abolutos:

Corolario 3.17. Los siguientes espacios con retractos absolutos: IRn, [0, 1]n, con n ∈ IN,
Q y IR∞.

Demostración. El corolario se sigue de los Teoremas 3.15 y 3.16. �XXX

Teorema 3.18. Todo retracto de vecindad de un retracto de vecindad absoluto es un
retracto de vecindad absoluto.

Demostración. Sean X un retracto absoluto de vecindad y A un retracto de vecindad de
X . Entonces existen un abierto U de X tal que A ⊂ U y una retracción r : U →→ A. Para
ver que A es un retracto de vecindad absoluto, sean Z un espacio, B un subconjunto
cerrado y no vacío de Z y f : B → A ⊂ X una función continua. Como X es un retracto
de vecindad absoluto, por el Teorema 3.13, existen un abierto V de Z tal que B ⊂ V y una
función continua g : V → X tal que g|B = f . Como U es un abierto de X , W = g−1(U)
es un subconjunto abierto de V y, por tanto, de Z tal que B ⊂W . Sea F : W → A dada
por F = r ◦ g. Entonces F es una función continua y

F (b) = r ◦ g(b) = r ◦ f(b) = f(b),

para toda b ∈ B. De esta forma obtenemos que F |B = f . Por tanto, por el Teorema 3.13,
A es un retracto de vecindad absoluto. �XXX

Corolario 3.19. Para cada n ∈ IN, Sn es un retracto de vecindad absoluto.

Demostración. Por el Ejemplo 3.7, Sn es un retracto de vecindad de IRn+1. Entonces,
por el Corolario 3.17 y el Teorema 3.18, se tiene que Sn es un retracto de vecindad
absoluto. �XXX

En la parte (5) del Teorema 3.16 sólo probamos que el producto finito de retractos de
vecindad absolutos es un retracto de vecindad absoluto. El siguiente teorema nos indica
por qué el resultado anterior no se puede generalizar a productos numerables.

Teorema 3.20. Sea {Xn}∞n=1 una familia numerable de espacios métricos, separables y
no vacíos. Entonces

∏∞
n=1Xn es un retracto de vecindad absoluto si y sólo si cada Xn

es un retracto de vecindad absoluto y existe m ∈ IN tal que Xn es un retracto absoluto
para cada n ≥ m.

Demostración. Supongamos que cada Xn es un retracto de vecindad absoluto y que
existe m ∈ IN tal que Xn es un retracto absoluto para cada n ≥ m. Como

∏∞
n=1Xn es

homeomorfo a
∏m−1

n=1 Xn ×
∏∞

n=mXn, por las partes (4) y (5) del Teorema 3.16, se tiene
que

∏∞
n=1Xn es un retracto de vecindad absoluto.

Supongamos que
∏∞

n=1Xn es un retracto de vecindad absoluto. En la prueba de la parte
(4) del Teorema 3.16 vimos que cada Xm es homeomorfo a un retracto de

∏∞
n=1Xn. De
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donde, por la parte (3) del Teorema 3.16 y el Corolario 3.14, resulta que cada Xm es
un retracto de vecindad absoluto. Para cada n ∈ IN, tomemos un punto xn ∈ Xn. Por
los Teoremas 2.9 y 2.5, para cada n ∈ IN, existen un espacio vectorial normado Vn, un
subespacio convexo Cn de Vn y un encaje hn : Xn → Cn de tal forma que hn(Xn) es un
subconjunto cerrado de Cn. Como

∏∞
n=1 hn(Xn) es cerrado en

∏∞
n=1 Cn y

∏∞
n=1 hn(Xn)

es un retracto de vecindad absoluto (Corolario 3.14), existen un abierto U de
∏∞

n=1 Cn tal
que

∏∞
n=1 hn(Xn) ⊂ U y una retracción r : U →→

∏∞
n=1 hn(Xn). En particular, U es un

abierto que tiene al punto (hn(xn))
∞
n=1. Así que, existen m ∈ IN y abiertos W1, . . . ,Wm

de C1, . . . , Cm, respectivamente, tales que

h1(x1) ∈W1, . . . , hm(xm) ∈ Wm y (hn(xn))
∞
n=1 ∈

⋂m
j=1π

−1
Cj

(Wj) ⊂ U,

donde πCj
:
∏∞

n=1 Cn →→ Cj es la función proyección para cada j ∈ {1, . . . ,m}. Por el
Teorema 3.15 y la parte (4) del Teorema 3.16, tenemos que

∏∞
n=1 Cn es un retracto

absoluto. Ahora definimos la función

g : {h1(x1)}× · · · × {hm(xm)}×
∞∏

n=m+1

Cn −→−→ {h1(x1)}× · · · × {hm(xm)}×
∞∏

n=m+1

hn(Xn)

como

g((h1(x1), . . . , hm(xm), cm+1, . . .)) =

(h1(x1), . . . , hm(xm), πCm+1(r((h1(x1), . . . , hm(xm), cm+1, . . .))),

πCm+2(r((h1(x1), . . . , hm(xm), cm+1, . . .))), . . .).

Se puede ver que g es una retracción. De donde, por la parte (2) del Teorema 3.16,∏∞
n=m+1 hn(Xn) es un retracto absoluto. Lo que implica, por el Corolario 3.14, que∏∞
n=m+1Xn es un retracto absoluto. Finalmente, por la parte (4) del Teorema 3.16, Xn

es un retracto absoluto, para toda n ≥ m+ 1. �XXX

El siguiente teorema nos permite construir nuevos retractos absolutos y retractos de
vecindad absolutos de otros dados.

Teorema 3.21. Sean X un espacio métrico, separable y no vacío, X1 y X2 subconjuntos
cerrados y no vacíos de X tales que X = X1 ∪ X2. Sea X0 = X1 ∩ X2. Entonces se
cumple lo siguiente:

(1) Si X0, X1 y X2 son retractos absolutos, entonces X es un retracto absoluto.

(2) Si X y X0 son retractos absolutos, entonces X1 y X2 también son retractos absolutos.

(3) Si X0, X1 y X2 son retractos de vecindad absolutos, entonces X es un retracto de
vecindad absoluto.

(4) Si X y X0 son retractos de vecindad absolutos, entonces X1 y X2 también son re-
tractos de vecindad absolutos.

Demostración. Sólo probaremos (3) y (4), las demostraciones de (1) y (2) son similares.

Para ver (3), supongamos que X0, X1 y X2 son retractos de vecindad absolutos. Sean
Z un espacio y h : X → Z un encaje de tal forma que h(X) es un subconjunto cerrado
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de Z. Mostraremos que existen un subconjunto abierto U de Z tal que h(X) ⊂ U y una
retracción R : U →→ h(X). Para este fin, sean:

Z0 = {z ∈ Z | d(z, h(X1)) = d(z, h(X2))},

Z1 = {z ∈ Z | d(z, h(X1)) ≤ d(z, h(X2))}

y
Z2 = {z ∈ Z | d(z, h(X1)) ≥ d(z, h(X2))}.

Observemos que si j ∈ {0, 1, 2}, entonces Zj ∩ h(X) = h(Xj). Además, Z1 ∩ Z2 = Z0 y
Z = Z1 ∪ Z2.

Como X0 es un retracto de vecindad absoluto, por el Corolario 3.14, h(X0) es un retracto
de vecindad absoluto. Como h(X0) es cerrado en Z0, existen un abierto V de Z0 tal que
h(X0) ⊂ V0 una retracción r′0 : V0 →→ h(X0). Sea V1 un abierto de Z0 tal que h(X0) ⊂
V1 ⊂ Cl(V1) ⊂ V0. Tomemos W0 = Cl(V1) y r0 = r′0|W0 . Dada j ∈ {1, 2}, definimos
rj : W0 ∪ h(Xj) →→ h(Xj) como:

rj(z) =

{
r0(z), si z ∈W0;

z, si z ∈ h(Xj),

para toda z ∈ W0∪h(Xj). Observermos que rj es una retracción. Como h(X1) y h(X2) son
retractos de vecindad absolutos (Corolario 3.14), por el Teorema 3.13, existen vecindades
cerradas (por un argumento semejante al dado en el párrafo anterior) W1 y W2 de W0 ∪
h(X1) y W0∪h(X2) en Z1 y Z2, respectivamente, y funciones continuas R1 : W1 → h(X1)
y R2 : W2 → h(X2) tales que R1|W0∪h(X1) = r1 y R2|W0∪h(X2) = r2.

Dada j ∈ {1, 2}, sea Uj una vecindad cerrada de h(Xj) en Zj de tal forma que Uj ⊂Wj

y Uj ∩ Z0 ⊂ W0. Entonces U1 ∩ U2 ⊂ W0. De donde se sigue que la función R : U1 ∪
U2 →→ h(X) dada por:

R(z) =

{
R1(z), si z ∈ U1;

R2(z), si z ∈ U2,

para cada z ∈ U1 ∪ U2, está bien definida y es una retracción. Como U1 ∪ U2 es una
vecindad de h(X) en Z, se tiene, por tanto, que X es un retracto de vecindad absoluto.

Para probar (4), supongamos que X y X0 son retractos de vecindad absolutos. Como X0

es un retracto de vecindad absoluto y es cerrado en X , existen un subconjunto abierto
U0 de X tal que X0 ⊂ U0 y una retracción r : U0 →→ X0. Definimos R : X1 ∪ U0 →→ X1

como

R(x) =

{
x, si s ∈ X1;

r(x), si x ∈ U0,

para toda x ∈ X1∪U0. Notemos que R es una retracción. Como X1∪U0 es un abierto de
X y X es un retracto de vecindad absoluto, por la parte (1) del Teorema 3.16, se tiene
que X1∪U0 es un retracto de vecindad absoluto. De la parte (3) del Teorema 3.16, como
X1 es un retracto de X1 ∪ U0, resulta que X1 es un retracto de vecindad absoluto.

La prueba de que X2 es un retracto absoluto de vecindad es similar. �XXX
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El siguiente resultado es conocido como El Teorema de Extensión Homotópica de Borsuk.

Teorema 3.22 ([9, 1.6.3]). Sean X un retracto de vecindad absoluto, Z un espacio, A un
subconjunto cerrado y no vacío de Z y f : A× [0, 1] → X una función continua. Si existe
una función continua F0 : Z → X tal que F0(a) = f((a, 0)), para toda a ∈ A, entonces
existe una función continua F : Z× [0, 1] → X tal que para toda z ∈ Z, F ((z, 0)) = F0(z)
y F ((a, t)) = f((a, t)), para toda a ∈ A y toda t ∈ [0, 1].

Teorema 3.23. Sea X un espacio métrico, separable y no vacío. Entonces X es un
retracto absoluto si y sólo si X es un retracto de vecindad absoluto contráctil.

Demostración. Supongamos queX es un retracto absoluto. Claramente,X es un retracto
de vecindad absoluto. Veremos que X es contráctil. Por los Teoremas 2.9 y 2.5, existen
un espacio vectorial normado V , un subespacio convexo C de V y un encaje h : X → C
de tal forma que h(X) es un subconjunto cerrado de C. Como X es un retracto absoluto,
h(X) es un retracto de C. Por el Teorema 3.5, basta ver que C es contráctil. Para esto,
sea c0 un punto de C. Definimos H : C × [0, 1] →→ C como H((c, t)) = (1 − t)c + tc0.
Como C es convexo, H está bien definida y es continua. Además, para cada c ∈ C,
H((c, 0)) = (1−0)c+0c0 = c y H((c, 1)) = (1−1)c+1c0 = c0. De donde C es contráctil.
Por tanto, X es contráctil.

Ahora supongamos que X es un retracto de vecindad absoluto y contráctil. Para ver
que X es un retracto absoluto, sean Z un espacio, A un subconjunto cerrado y no vacío
de Z y f : A → X . Como X es contráctil, existen un punto x0 en X y una función
continua H : X × [0, 1] →→ X tales que para toda x ∈ X , H((x, 0)) = x y H((x, 1)) = x0.
Sea f ′ : A × [0, 1] → X dada por f ′((a, t)) = H((f(a), 1 − t)). Sea F0 : Z → X dada
por F0(z) = x0. Entonces F0 es una función continua y, para toda a ∈ A, f ′((a, 0)) =
H((f(a), 1 − 0)) = H((f(a), 1)) = x0 = F0(a). Por el Teorema 3.22, existe una función
continua F : Z × [0, 1] → X tal que para cada (a, t) ∈ A × [0, 1], F ((a, t)) = f ′((a, t)).
Sea F1 : Z → X dada por F1(z) = F ((z, 1)). Entonces F1 es una función continua tal que
para toda a ∈ A,

F1(a) = F ((a, 1)) = f ′((a, 1)) = H((f(a), 1− 1)) = H((f(a), 0)) = f(a).

De donde, F1|A = f . Por tanto, por el Teorema 3.13, X es un retracto absoluto. �XXX
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