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Resumen. La calidad de los procedimientos utilizados en un análisis estadís-
tico depende en gran medida del modelo o las distribuciones de probabilidad
que se emplean. Debido a esto, diversos autores han realizado un esfuerzo con-
siderable en generalizar o extender distribuciones de probabilidad presentes
en la literatura estadística. En este contexto, Vodă en [13] introduce la dis-
tribución de probabilidad Rayleigh generalizada; esta distribución es bastante
utilizada en el análisis estadístico de confiabilidad. En este artículo extende-
mos la distribución Rayleigh generalizada usando el mapa de transmutación
de rango cuadrático estudiado por Shaw y Buckley en [12]. Estudiamos las
principales propiedades del nuevo modelo, realizamos inferencia estadística
y mostramos una aplicación con datos reales. Finalmente, se presentan las
principales conclusiones del artículo.
Palabras clave: Distribución Rayleigh generalizada, distribución Rayleigh ge-
neralizada transmutada, mapa de transmutación de rango cuadrático.
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A version of transmuted generalized Rayleigh

distribution

Abstract. Statistical analysis procedures’s quality depends on the proper use
of the probability distributions. For that reason, many probability distri-
butions have been generalized. For example, Vodă in [13] introduced the
generalized Rayleigh distribution, a model widely used in reliability analysis.
In this article, we introduce an extension of the generalized Rayleigh distri-
bution using the quadratic rank transmutation map studied by Shaw and
Buckley in [12]. We study the main properties of this new distribution. Sta-
tistical inference studies are done. A real data application is shown. Finally,
the main conclusions of this paper are presented.
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1. Introducción

Vodă en [13] propone la distribución Rayleigh generalizada. Una variable aleatoria X
sigue una distribución Rayleigh generalizada, denotada como X ∼ GR(θ, α), si su función
de densidad está dada por

fX(x; θ, α) =
2θα+1

Γ(α+ 1)
x2α+1e−θx2

, (1)

donde x > 0, θ > 0, α > −1 y

Γ(α) =

∫
∞

0

uα−1e−u du

es la función Gamma. La función de distribución acumulada GR está dada por

FX(x; θ, α) =
γ(α+ 1, θx2)

Γ(α+ 1)
, (2)

donde

γ(α, x) =

∫ x

0

uα−1e−u du

es la función Gamma incompleta. Para α = 0 y θ = (2λ2)−1 tenemos la clásica distribu-
ción Rayleigh. Para α = 1/2 y θ = (2λ2)−1 tenemos la distribución de Maxwell [5]. Si
α = −1/2, θ = (2σ2)−1 tenemos la distribución Half-Normal [6]. Si α = ν/2−1 y θ = 1/2
tenemos la distribución Chi [7].

Shaw y Buckley en [12] introducen una nueva clase de distribuciones llamada la clase
de distribuciones transmutadas. Específicamente, una variable aleatoria X sigue una dis-
tribución transmutada si su función de distribución acumulada está dada por

F (x) = (1 + λ)G(x) − λG2(x), |λ| ≤ 1, (3)

donde G(x) es la función de distribución acumulada de la distribución base. Para λ = 0
se obtiene la distribución de la variable aleatoria base. Aryal et al. en [3] introducen la
distribución Gumbel transmutada al considerar como función base la función de distribu-
ción acumulada de la distribución Gumbel. Aryal et al. en [4] introducen la distribución
Weibull transmutada al considerar como función base la función de distribución acumula-
da de la distribución Weibull de dos parámetros. Merovci en [8] introduce la distribución
Rayleigh transmutada al considerar como función base la función de distribución acu-
mulada de la distribución Rayleigh. Merovci en [9] introduce la distribución Rayleigh
generalizada transmutada al considerar como función base la función de distribución
acumulada de la distribución Burr tipo X de dos parámetros. La distribución Burr tipo
X de dos parámetros puede ser entendida como una generalización de la distribución
Rayleigh clásica y, debido a esto, diversos autores prefieren utilizar el término de dis-
tribución Rayleigh generalizada para referirse a ella.

La función de densidad de la distribución Rayleigh generalizada transmutada propuesta
por Merovci [9] está dada por

f(x;α, β, λ) = 2αβ2xe−(βx)2
(
1− e−(βx)2

)α−1 [
1 + λ− 2λ

(
1− e−(βx)2

)α]
, (4)
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Una versión de la distribución Rayleigh generalizada transmutada 85

donde x > 0, α > 0, β > 0 y |λ| ≤ 1.

En este artículo utilizamos el mapa de transmutación de rango cuadrático para introducir
una extensión de la distribución Rayleigh generalizada mostrada en (1). Específicamente,
utilizamos las expresiones (2) y (3) para generar la función de distribución acumulada
de la extensión. El resultado es una nueva distribución de 3 parámetros que flexibiliza el
modelo Rayleigh generalizado en términos de asimetría y curtosis.

El artículo se desarrolla de la siguiente manera: en la sección 2 estudiamos características
generales de la distribución Rayleigh generalizada transmutada; en la sección 3 realizamos
inferencia estadística con el nuevo modelo y estudiamos una aplicación con datos reales;
en la sección 4 entregamos algunas conclusiones.

2. Distribución Rayleigh generalizada transmutada

En esta sección presentamos la función de densidad y la función acumulada Rayleigh ge-
neralizada transmutada, y calculamos sus momentos distribucionales, esperanza, varianza
y coeficientes de asimetría y curtosis.

Sea X una variable aleatoria que sigue una distribución Rayleigh generalizada transmu-
tada, denotada como X ∼ TGR(θ, α, λ). Entonces la función de densidad de X está dada
por

fX(x; θ, α, λ) =
2θα+1

Γ(α+ 1)
x2α+1e−θx2 (

1 + λ− 2λH
(
θx2;α+ 1, 1

))
, (5)

y su función de distribución acumulada está dada por

F (x; θ, α, λ) = H(θx2;α+ 1, 1)(1 + λ− λH(θx2;α+ 1, 1)), (6)

donde x > 0, θ > 0, α > −1, |λ| ≤ 1 y

H(x;α, β) =

∫ x

0

βα

Γ(α)
uα−1e−βu du

es la función de distribución acumulada Gamma.

La Figura 1 muestra algunas formas que toma la función de densidad de la distribución
Rayleigh generalizada transmutada para distintos valores del los parámetros θ, α y λ.

2.1. Algunas propiedades

En esta subsección entregamos algunas propiedades básicas de la distribución Rayleigh
generalizada transmutada.

Sea X ∼ TGR(θ, α, λ); entonces se tiene que:

1. Para λ = 0, la expresión (5) se reduce a

fX(x; θ, α) =
2θα+1

Γ(α+ 1)
x2α+1e−θx2

,

que es la función de densidad de la distribución Rayleigh generalizada [13].

Vol. 33, No. 1, 2015]





Una versión de la distribución Rayleigh generalizada transmutada 87

4. Para θ = σ/2, α = 1/2 y λ = 0, la expresión (5) se reduce a

f(x, σ) =

√
2

π
σ3/2x2e−

σ

2
x2

,

que es la función de densidad de la distribución Maxwell [5].

5. Para θ = 1/2, α = σ/2− 1 y λ = 0, se obtiene que (5) se reduce a

fX(x;σ) =
1

2σ/2−1Γ(σ/2)
xσ−1e−

x
2

2 ,

que es la función de densidad de la distribución Chi [7].

2.2. Distribuciones relacionadas

Los siguientes corolarios son consecuencias directas de (5), y se obtienen como exten-
siones de los casos particulares derivados de la distribución Rayleigh generalizada. En
los corolarios 2.4, 2.5 y 2.6, Γ(α) =

∫
∞

0 uα−1e−u du corresponde a la función Gamma y

F (x, α, β) =
∫ x

0
βα

Γ(α)u
α−1e−βu du es la función de distribución acumulada Gamma.

Corolario 2.1. Sea X ∼ TGR(1/2σ2, 0, λ). Entonces X se distribuye de acuerdo con la
distribución Rayleigh transmutada, denotada por X ∼ TR(σ, λ). La función de densidad
de X está dada por

f(x;σ, λ) =
x

σ2
e−

x
2

2σ2

(
1− λ+ 2λe−

x
2

2σ2

)
, (7)

donde x > 0, σ > 0 y |λ| ≤ 1.

Corolario 2.2. Sea T ∼ TGR(1/2σ2,−1/2, λ). Entonces X se distribuye de acuerdo con
la distribución Half-normal transmutada, denotada por X ∼ THN(σ, λ). La función de
densidad de X está dada por

f(x;σ, λ) =

√
2

πσ2
e−

x
2

2σ2

(

1 + λ− 2λH

(
x2

2σ2
;
1

2
, 1

))

, (8)

donde x > 0, σ > 0, |λ| ≤ 1.

Corolario 2.3. Sea X ∼ TGR(σ/2, 1/2, q). Entonces X se distribuye de acuerdo con la
distribución Maxwell transmutada, denotada por X ∼ TM(σ, λ). La función de densidad
de X está dada por

f(x;σ, λ) =

√
2

π
σ3/2x2e−

σ

2
x2

(

1 + λ− 2λH

(
σ

2
x2;

3

2
, 1

))

, (9)

donde x > 0, σ > 0, |λ| ≤ 1.

Corolario 2.4. Sea X ∼ TGR(1/2, σ/2− 1, λ). Entonces X se distribuye de acuerdo con
la distribución Chi transmutada, denotada por X ∼ Tχσ,q. La función de densidad de X
está dada por

f(x;σ, λ) =
1

2
σ

2
−1Γ

(
σ
2

)xσ−1e−
x
2

2

(

1 + λ− 2λH

(
x2

2
;
σ

2
, 1

))

, (10)

donde x > 0, σ > 0, |λ| ≤ 1.
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2.3. Momentos

Proposición 2.5. Sea X ∼ TGR(θ, α, λ). Entonces, para r = 1, 2, . . . se tiene que el
r-ésimo momento es

µr = E(Xr) =
θ−

r

2

Γ(α+ 1)

[
(1 + λ)Γ

( r

2
+ α+ 1

)
− 2λI(r, α)

]
, (11)

donde Γ(α) =
∫
∞

0 uα−1e−u du es la función Gamma, mientras que

I(r, α) =

∫
∞

0

u
r

2
+αe−uH(u;α+ 1, 1)

es una función que depende de r y α con

H(u;α+ 1, 1) =

∫ u

0

1

Γ(α+ 1)
yαe−y dy.

Demostración. Por definición se tiene que los momentos de la distribución Rayleigh ge-
neralizada transmutada están dados por

µr =
2θα+1

Γ(α+ 1)

∫
∞

0

xr+2α+1e−θx2

[1 + λ− 2λH(θx2;α+ 1, 1)] dx;

considerando el cambio de variable u = θx2 se obtiene el resultado. ����

Observación 2.6. Sea X ∼ TGR(θ, α, λ). Entonces se tiene que:

1. µ1 = E(X) =
θ−1/2

Γ(α+ 1)
a1, donde a1 = (1 + λ)Γ(3/2 + α)− 2λI(1, α),

2. µ2 = E(X2) =
θ−1

Γ(α+ 1)
a2, donde a2 = (1 + λ)Γ(2 + α) − 2λI(2, α),

3. µ3 = E(X3) =
θ−3/2

Γ(α+ 1)
a3, donde a3 = (1 + λ)Γ(5/2 + α) − 2λI(3, α),

4. µ4 = E(X4) =
θ−2

Γ(α+ 1)
a4, donde a4 = (1 + λ)Γ(3 + α) − 2λI(4, α).

Corolario 2.7. Sea X ∼ TGR(θ, α, λ). Entonces se tiene

E(X) =
θ−1/2

Γ(α+ 1)
a1 y V ar(X) =

θ−1

Γ(α+ 1)

(

a2 −
a21

Γ(α+ 1)

)

.

Corolario 2.8. Sea X ∼ TGR(θ, α, λ). Entonces los coeficientes de asimetría (
√
β1) y

curtosis (β2) son respectivamente

√
β1 =

Γ
1

2 (α+ 1)

(

a3 −
3a1a2

Γ(α+ 1)
+

2a31
Γ2(α+ 1)

)

(

a2 −
a21

Γ(α+ 1)

)3/2
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y

β2 =

Γ(α+ 1)

(

a4 −
4a1a3

Γ(α+ 1)
+

6a2a
2
1

Γ2(α+ 1)
− 3a41

Γ3(α + 1)

)

(

a2 −
a21

Γ(α+ 1)

)2 .

Observación 2.9. Cuando λ = 0 los coeficientes
√
β1 y β2 de la distribución TGR toman

respectivamente los valores

√
β1GR =

Γ2(α+ 1)Γ(α+ 5/2)− 3Γ(α+ 3/2)Γ(α+ 2)Γ(α+ 1) + 2Γ3(α+ 3/2)

[Γ(α+ 1)Γ(α+ 2)− Γ2(α+ 3/2)]3/2

y

β2GR =
Γ3(α + 1)Γ(α+ 3)− 4Γ(α+ 3/2)Γ(α+ 5/2)Γ2(α+ 1)

[Γ(α+ 1)Γ(α+ 2)− Γ2(α+ 3/2)]2

+
6Γ2(α+ 3/2)Γ(α+ 1)Γ(α+ 2)− 3Γ4(α + 3/2)

[Γ(α + 1)Γ(α+ 2)− Γ2(α+ 3/2)]2
,

que son los respectivos coeficientes de asimetría y curtosis de la distribución Rayleigh
generalizada. La Figura 2 muestra las gráficas de los coeficientes de asimetría y curtosis
de la distribución Rayleigh generalizada transmutada para diferentes valores de λ.

3. Inferencia

En esta sección discutimos los estimadores de máxima verosimilitud para los parámetros
θ, α y λ de la distribución Rayleigh generalizada transmutada, presentamos la matriz de
información observada, realizamos un estudio de simulación y estudiamos una aplicación
con datos reales.

3.1. Estimadores de máxima verosimilitud

Dada una muestra aleatoria X1, . . . , Xn que proviene desde la distribución TGR(θ, α, λ),
entonces la función log-verosimilitud puede ser escrita como

log l(ϑ;xi) = c(θ, α) + (2α+ 1)

n∑

i=1

log(xi)− θ

n∑

i=1

x2
i

+

n∑

i=1

log(1 + λ− 2λH(θx2
i ;α+ 1, 1)), (12)

donde c(θ, α) = n log(2) + n(α+ 1) log(θ)− n log(Γ(α+ 1)).
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maximizar numéricamente la función de log-verosimilitud dada en (12). Por ejemplo, el
programa R (2013) posee la librería de optimización no lineal optim para resolver estos
problemas (ver [10]).

3.2. Matriz de información observada

En esta subsección presentamos la matriz de información observada de la distribución
Rayleigh generalizada transmutada.

Sea X ∼ TGR(θ, α, q); entonces la matriz de información observada está dada por























−

n(α+ 1)

θ2
−2λGθ,1(xi)

n

θ
− 2λGα,1(xi) −2

n
�

i=1

H1(xi)

1 + λ− 2λH(xi)
−2λGλ,1(xi)

n

θ
− 2λGθ,2(xi) −nΨ1(α+1)−2λGα,2(xi) −2

n
�

i=1

H1(xi)

1 + λ− 2λH(xi)
−2λGλ,2(xi)

n
�

i=1

d

dθ

1− 2H(xi)

1 + λ− 2λH(xi)

n
�

i=1

d

dα

1− 2H(xi)

1 + λ− 2λH(xi)
−

n
�

i=1

�

1− 2H(xi)

1 + λ− 2λH(xi)

�

2























,

donde

Gν,k(xi) =

n∑

i=1

d

dν

Hk(xi)

1 + λ− 2λH(xi)
,

ν = θ, α, λ y Ψ1 es la función trigamma, con Hk(xi), k = 1, 2, dadas en las ecuaciones de
máxima verosimilitud anteriores.

3.3. Estudio de simulación

En esta subsección se realiza un estudio de simulación para ilustrar el comportamiento
de las estimaciones de máxima verosimilitud de los parámetros θ, α y λ del modelo TGR.
Generamos 1000 muestras aleatorias de tamaños n = 50, n = 100 y n = 300 desde la
distribución TGR(θ, α, λ) para valores fijos de los parámetros. Los números aleatorios
X ∼ TGR(θ, α, λ) pueden ser generados computando

X =

(
1

θ
F−1

(
1 + λ−

√
(1 + λ)2 − 4λU

2λ
;α+ 1, 1

))1/2

,

donde U ∼ U(0, 1) y F−1 es la función de los cuantiles de la distribución Gamma.
Los estimadores se pueden obtener utilizando la libería optim que utiliza el método L-
BFGS-B en el paquete estadístico R. Las medias y las desviaciones estándar empíricas se
presentan en el Cuadro 1. Aquí, los parámetros están bien estimados y las estimaciones
son asintóticamente insesgadas.
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Cuadro 1. Estimaciones de máxima verosimilitud para los parámetros θ, α y λ de la distribución
Rayleigh generalizada transmutada.

n = 50

θ α λ θ̂ (SD) α̂ (SD) λ̂ (SD)

1 0,0 -1,0 1,143 (0,281) -0,391 (0,179) -0,874 (0,229)

0,1 1,040 (0,273) 0,005 (0,218) 0,057 (0,436)

1,0 1,259 (0,402) 0,081 (0,179) 0,887 (0,203)

2 -0,5 -0,5 2,064 (0,549) -0,421 (0,143) -0,274 (0,442)

0,1 2,063 (0,658) -0,497 (0,111) 0,088 (0,447)

0,5 2,353 (0,798) -0,509 (0,099) 0,334 (0,451)

3 1,0 0,1 3,103 (0,750) 1,031 (0,449) 0,072 (0,439)

0,5 3,174 (0,694) 1,001 (0,377) 0,383 (0,466)

1,0 3,669 (1,106) 1,191 (0,420) 0,865 (0,248)

n = 100

θ α λ θ̂ (SD) α̂ (SD) λ̂ (SD)

1 0,0 -1,0 1,097 (0,193) 0,152 (0,274) -0,899 (0,201)

0,1 0,989 (0,204) -0,031 (0,174) 0,056 (0,440)

1,0 1,168 (0,317) 0,044 (0,121) 0,916 (0,171)

2 -0,5 -0,5 1,986 (0,393) -0,442 (0,126) -0,314 (0,425)

0,1 1,993 (0,499) -0,512 (0,088) 0,064 (0,430)

0,5 2,232 (0,635) -0,513 (0,077) 0,345 (0,415)

3 1,0 0,1 2,976 (0,537) 0,965 (0,337) 0,065 (0,429)

0,5 3,119 (0,626) 0,965 (0,295) 0,374 (0,422)

1,0 3,478 (0,875) 1,125 (0,291) 0,885 (0,223)

n = 300

θ α λ θ̂ (SD) α̂ (SD) λ̂ (SD)

1 0,0 -1,0 1,053 (0,124) 0,100 (0,217) -0,921 (0,181)

0,1 0,965 (0,147) -0,033 (0,121) 0,089 (0,385)

1,0 1,103 (0,226) 0,023 (0,070) 0,935 (0,157)

2 -0,5 -0,5 1,959 (0,215) -0,480 (0,098) -0,425 (0,323)

0,1 1,949 (0,327) -0,509 (0,062) 0,093 (0,343)

0,5 2,117 (0,524) -0,511 (0,045) 0,411 (0,317)

3 1,0 0,1 2,906 (0,366) 0,926 (0,237) 0,072 (0,392)

0,5 3,044 (0,507) 0,952 (0,188) 0,415 (0,366)

1,0 3,279 (0,614) 1,071 (0,175) 0,928 (0,175)
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4. Comentarios finales

En este artículo introducimos una nueva extensión de la distribución Rayleigh genera-
lizada. Esta nueva distribución está orientada a flexibilizar la distribución Rayleigh ge-
neralizada en términos de asimetría y curtosis. El nuevo modelo nace usando el mapa
de transmutación de rango cuadrático, considerando como función base la función de
distribución acumulada Rayleigh generalizada mostrada en (2). La distribución Rayleigh
generalizada es un caso particular de la distribución Rayleigh generalizada transmutada.
Los estimadores de máxima verosimilitud pueden ser calculados a través de procedimien-
tos numéricos como el método de Newton-Raphson. Con el cálculo de los coeficientes de
asimetría y de curtosis se ha ilustrado el hecho de que la distribución Rayleigh genera-
lizada transmutada es capaz de ajustar datos con estructura tipo Rayleigh generalizada
pero con mayor o menor asimetría y curtosis. La aplicación con datos reales ha mostrado
que la distribución Rayleigh generalizada transmutada puede presentar un mejor ajuste
que la distribución Rayleigh generalizada.
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