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Resumen. La oinduión, un onepto dual a la induión, ha sido desubier-

to y estudiado reientemente. Una forma senilla de entender su naturalidad

es observando que este se re�ere a los puntos �jos más grandes, mientras que

la induión se re�ere a los más pequeños. Iniialmente el soporte ténio de

la oinduión estaba en la teoría de retíulos a través de los puntos �jos

más grandes, ahora diho soporte se entra en el lenguaje de ategorías a

través de las F -oálgebras �nales. Las F -oálgebras son un onepto dual a

la generalizaión de F -álgebras para un funtor F. En el presente trabajo nos

entraremos en un tipo muy partiular de F -oálgebras: los autómatas de

adena. Nuestro objetivo será usar el maro de los autómatas de adena para

ilustrar el aráter oindutivo del análisis real a través de resultados lásios

omo el teorema fundamental del álulo, las series de Taylor y la soluión de

iertas euaiones difereniales.
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A oindutive approah to real analysis

Abstrat. Coindution is a dual onept to indution; it has been disovered

and studied reently. A simple way to understand its naturalness is noting

that it refers to the largest �xed points, while indution refers to smallest �xed

points. Originally the tehnial support of the oindution was the latties

theory through the largest �xed points; now this support is in the language

ategories through the �nal F -oalgebras. The F -oalgebras is a dual onept

of generalization to algebras for a funtor F. In this paper we fous on a

partiular type of F -oalgebras: stream automata. Our aim will be to use

the framework of stream automata to illustrate the oindutive harater of

real analysis through lassial results as the fundamental theorem of alulus,

Taylor series and the solution of ertain di�erential equations.
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104 G. Ortiz Rio & L.I. Triviño Viera

1. Introduión

La oinduión

1

, un onepto dual a la induión, desubierto y estudiado reientemente,

está en desarrollo progresivo: más y más áreas de apliaión han surgido on resultados

ontundentes. En términos de la teoría de retíulos, la induión se re�ere los puntos

�jos más pequeños, y la oinduión se re�ere a los más grandes. Los puntos �jos más

grandes son tan naturales omo los puntos �jos más pequeños; así pues, la oinduión es

tan natural omo la induión. En desarrollos reientes el lenguaje de ategorías permite

formalizaiones más amplias, �jando un funtor F para la induión a través de las F -

álgebras iniiales, y dualmente para la oinduión on las F -oálgebras �nales. En este

ontexto, entrándonos en los autómatas de adena omo F -oálgebras esperamos ilus-

trar el aráter oindutivo del análisis real. En la búsqueda de este objetivo presentamos

uatro seiones. En la primera seión presentamos, asi a manera de introduión, un

aeramiento al desarrollo de la generalizaión del onepto de álgebra en la denominada

Álgebra Universal, hasta llegar a la de�niión de F -álgebras; ilustraremos, on el Prin-

ipio de Induión Matemátia en las álgebras tipo 1, 0, que al onsiderar la ategoría

AlgF de todas las F -álgebras, si esta ategoría tiene objeto iniial se tiene un Prini-

pio de Induión. En la segunda seión formalizamos la de�niión de las F -oálgebras,

un onepto dual a las F -álgebras; al onsiderar la ategoría CoalgF de todas las F -

oálgebras, si esta ategoría tiene objeto �nal se tiene un Prinipio de Coinduión; aquí

se muestran omo ejemplos las Máquinas de Mealy, los Modelos de Kripke y un ejemplo

de oálgebra �nal. En la terera seión nos entraremos en los autómatas de adena; se

estudia el omportamiento equivalente omo bisimulaión; se muestran algunos resulta-

dos del álulo; y a partir de la estrutura de R se �onstruye� una estrutura algebraia

en R
ω. En la uarta seión se mostrará la existenia y uniidad de la soluión de algunas

euaiones difereniales en adenas empleando la oinduión y la �nalidad de R
ω
en la

ategoría de los autómatas, ilustrando on ejemplos partiulares la soluión de euaiones

difereniales y sistemas de euaiones difereniales 2× 2.

2. Álgebras e Induión

A pesar de la extensa historia del desarrollo del álgebra abstrata podemos ubiar mo-

mentos muy importantes. El primero; el desarrollo del álgebra simbólia durante el siglo

XIX en Gran Bretaña que trata el álgebra omo ombinaiones de signos y símbolos por

medio de leyes arbitrarias onvirtiéndose la aritmétia en una ienia más general; estos

desarrollos fueron liderados por Peaok, de Morgan y Boole. El segundo, a iniios del

siglo XX, los trabajos de Emmy Noether y Emil Artin, uyas ideas se onretan en el

texto de Álgebra de van der Waerden de 1930, que determina un ambio en la imagen

de los oneptos algebraios. En este texto se estudian grupos, anillos y uerpos omo

apareen en la mayor parte de los textos de álgebra abstrata ó moderna del siglo XX.

El terero; en las eranías de 1950: antes de esta feha las onexiones entre el álgebra

universal y la teoría de retíulos por Birkho� y Ore; y después de la misma feha, las del

álgebra universal y la teoría de modelos por Tarski y Malev. El uarto; en las eranías

de 1970: las onexiones entre el álgebra universal y la teoría de ategorías por Lawvere y

Benabou, entre otros. Presentamos algunos elementos básios del álgebra universal, que

1

Agradeemos a los jurados anónimos por sus valiosas observaiones, que nos han permitido la on-

solidaión de este panorama introdutorio en oálgebras y oinduión.
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se pueden ampliar en [2℄, que junto a algunos ejemplos simples ilustran un aeramiento

a los primeros tres momentos antes omentados.

Para A un onjunto no vaío A0 = {∅}, y An = {(a1, ..., an) : ai ∈ A, 1 ≤ i ≤ n} para n

número natural positivo, una operaión n-aria en A es una funión f : An → A. Deimos

que n es la aridad de f y esribimos a(f) = n. Para el aso n = 0 la operaión f se die

nularia y está ompletamente determinada por la imagen f(∅) en A, es deir, se trata de

la seleión de un elemento de A. Además es usual deir que una operaión f en A es

unaria, binaria o ternaria si su aridad es uno, dos o tres, respetivamente.

Para estableer las álgebras del mismo tipo, �jamos un lenguaje de álgebras omo un

onjunto Σ de símbolos de funión, tal que ada f ∈ Σ tiene asoiado un número natural

a(f), la aridad de f. Entones A es una Σ-álgebra o un álgebra tipo Σ siempre que

A = 〈A,ΣA〉 donde A es un onjunto no vaío y ΣA
es una familia de operaiones

�nitarias en A indexadas por el lenguaje Σ, es deir, hay una orrespondenia de ada

símbolo de funión n−ario f ∈ Σ on una operaión n−aria fA ∈ ΣA. El onjunto A es

llamado el universo de A = 〈A,ΣA〉 y las fA
son llamadas las operaiones fundamentales

de A. Si Σ es �nito, Σ = {f1, ..., fk}, esribimos A = 〈A, fA
1 , ..., fA

k 〉 para 〈A,ΣA〉, y es

usual adoptar la siguiente onvenión: a(f1) ≥ ... ≥ a(fk).

Ejemplo 2.1. Ejemplos de álgebras:

Un grupo es un álgebra G = 〈G, ·,−1 , e〉 on a(·) = 2, a(−1)= 1 y a(e) = 0, en el

ual se satisfaen las siguientes identidades:

G1: x · (y · z) = (x · y) · z,

G2: x · e = e · x,

G3: x · x−1 = x−1 · x = e;

G es abeliano si satisfae la ondiión adiional

G4: x · y = y · x.

Un anillo es un algebra R = 〈R,+, ·,−, 0〉, un lenguaje de algebras on a(+) = 2,
a(·) = 2, a(−) = 1 y a(0) = 0, en el ual tenemos:

R1: 〈R,+,−, 0〉 es un grupo abeliano,

R2: x · (y · z) = (x · y) · z,

R3: x · (y + z) = x · y + x · z y (x + y) · z = x · z + y · z.

Un retíulo es un álgebra L = 〈L,∨,∧〉 on a(∨) = a(∧) = 2, las uales satisfaen:

L1: a) x ∨ y = y ∨ x,

b) x ∧ y = y ∧ x; (Ley onmutativa)

L2: a) (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z),

b) (x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z); (Ley Asoiativa)

L3: a) x ∨ x = x,

b) x ∧ x = x; (Ley de Idempotenia)
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106 G. Ortiz Rio & L.I. Triviño Viera

L4: a) x = x ∨ (x ∧ y),

b) x = x ∧ (x ∨ y). (Ley de Absorión)

Deimos que los grupos son álgebras tipo 2, 1, 0; los anillos (unitarios) 2, 2, 1, 0, 0 y los

retíulos son 2, 2. En el ontexto del álgebra universal se presentan los desarrollos propios

omo subálgebras y homomor�smo. Por ahora, sólo para ilustrar la elegania de esta

presentaión, introduimos estos últimos. Si A y B son dos Σ-álgebras, una funión

α : A → B es un homomorfismo si, para toda operaión n− aria f ∈ Σ y para todos

a1, ..., an ∈ A, tenemos αfA(a1, ..., an) = fB(αa1, ..., αan).

Ahora suponemos en nuestro letor los onoimientos básios de la Teoría de Categorías,

para así dar un aeramiento al uarto momento de la introduión. Supongamos que

estamos en la ategoría de los onjuntos Set y tenemos un tipo de lenguaje �jo Σ =
{f (2), g(2), h(1), k(0)}; entones una Σ-álgebra está dada por A = 〈A,ΣA〉, donde ΣA =
{fA, gA, hA, kA} y fA : A × A → A, gA : A × A → A, hA : A → A y kA : 1 → A

(donde 1 = {∅}).

Consideremos el mor�smo

2 α = fA + gA + hA + kA : (A×A) + (A×A) +A+ 1 → A,

y veamos que este mor�smo representa los mor�smos fA, gA, hA
y kA :

El mor�smo fA = A× A
i

−→ (A × A) + (A × A) + A + 1
α

−→ A, donde el primer

mor�smo es la inlusión de A× A en la primera apariión del produto A × A en

(A×A) + (A×A) +A+ 1.

El mor�smo gA = A × A
i

−→ (A × A) + (A × A) + A+ 1
α

−→ A, donde el primer

mor�smo es la inlusión de A×A en la segunda apariión de A×A en (A×A) +
(A×A) +A+ 1.

El mor�smo hA = A
i

−→ (A × A) + (A × A) + A + 1
α

−→ A, donde el primer

mor�smo es la inlusión de A en (A×A) + (A×A) +A+ 1.

El mor�smo kA = 1
i

−→ (A×A)+(A×A)+A+1
α

−→ A, donde el primer mor�smo

es la inlusión de 1 en (A×A) + (A×A) +A+ 1.

Entones podemos pensar un álgebra tipo 2, 2, 1, 0 por A = 〈A,α〉. Si además onsidera-

mos el funtor F : Set → Set de�nido para los objetos por F (A) = (A×A)+(A×A)+A+1,
tenemos que α : F (A) → A. En un sentido bastante preiso observamos que el tipo de

álgebra 2, 2, 1, 0 es justamente guardado por la de�niión del funtor F en los objetos.

De otro lado, si φ : A → B y tenemos dos álgebras de este mismo tipo (2, 2, 1, 0), 〈A,α〉
y 〈B, β〉 donde α = fA + gA + hA + kA y β = fB + gB + hB + kB, de�nimos F

sobre los mor�smos por F (φ) = (φ× φ) + (φ× φ) + (φ) + 1. La ondiión de que φ es un

homomor�smo se redue a que el siguiente diagrama onmuta:

2

En la literatura es usual enontrar la notaión de [ , ] para denotar la suma de mor�smos y 〈 , 〉
para el produto. En este doumento se emplearán los símbolos de suma ategória en onjuntos (+) y

produto artesiano usual (×) para denotar estas operaiones.
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F (A)
F (φ)

//

α

��

F (B)

β

��

A
φ

// B

Más aún, no habrá lugar a onfusión si nos referimos a φ omo F -homomor�smo. Luego

ada álgebra tipo 2, 2, 1, 0 se puede pensar omo un α : F (A) → A.

Este ejemplo es fáil de generalizar. Dada una signatura Σ de símbolos de funión on

sus aridades �nitas, onsiderando el funtor F : Set → Set dado por F (A) =
∐

f(n)∈ΣAn

observamos que guarda el tipo de Σ-álgebra; y ada Σ-álgebra A = 〈A,ΣA〉 queda

representada por α =
∐

f∈Σ fA :
∐

f(n)∈ΣAn → A. Para ada f (n) ∈ Σ tenemos que

fA = An i
−→

∐
f(n)∈ΣAn α

−→ A, donde el primer mor�smo es la inlusión apropiada de

An
en

∐
f(n)∈ΣAn. Así, ada Σ-álgebra A = 〈A,ΣA〉 se representa por α : F (A) → A.

De otro lado, dadas dos Σ-álgebras A y B, tenemos que una funión φ : A → B es un

Σ − homomorfismo si para toda f (n) ∈ Σ y para todos a1, ..., an ∈ A se umple que

φ(fA(a1, ..., an)) = fB(φ(a1), ..., φ(an)). Se de�ne F (φ) =
∐

f(n)∈Σ

∏n
φ. Así, tomando

α =
∐

f∈Σ fA
y β =

∐
f∈Σ fB

, el heho de que φ sea un homomor�smo se redue a

que el siguiente diagrama onmuta:

F (A)
F (φ)

//

α

��

F (B)

β

��

A
φ

// B

Por tanto tiene todo el sentido referirse a φ omo un F -homomor�smo. Luego ada

Σ-álgebra se puede pensar omo un α : F (A) → A.

A partir de esta ilustraión de las estruturas algebraias del álgebra universal, vistas

omo álgebras asoiadas a un funtor, esperamos ierta naturalidad en la siguiente gene-

ralizaión en la de�niión de álgebra.

De�niión 2.2. Dado un funtor F : C → C , una F -álgebra es un par 〈A,α〉, donde
A es un objeto en C y α : F (A) −→ A. Un homomor�smo entre las álgebras 〈A,α〉 y
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108 G. Ortiz Rio & L.I. Triviño Viera

〈B, β〉 es un mor�smo h : A → B para el ual el siguiente diagrama onmuta:

F (A)
α //

F (h)

��

A

h

��

F (B)
β

// B

Las F -álgebras forman una ategoría: AlgF para F : C → C �jo.

Tomemos omo ejemplo el funtor F : Set −→ Set de�nido por F (X) = X + 1. Si
onsideramos las funiones s : N → N y o : 1 → N, donde 1 = {∅}, de�nidas por

s(n) = n + 1 y o(∅) = 0, es laro que 〈N, s + o : N + 1 → N〉 es un elemento en

AlgF. Veamos que 〈N, (s, o)〉 es iniial en AlgF. En efeto, para ualquier apliaión

f + x : X + 1 → X, donde x(∅) = x0 on x0 ∈ X, onsiderando la apliaión h : N → X

de�nida por h(0) = x0 y h(s(n)) = f(h(n)) para todo n ∈ N, tendremos que el siguiente

diagrama onmuta:

N+ 1
s+o

//

h+I1

��

N

h

��

X + 1
f+x

// X ,

siendo h un mor�smo de AlgF. La de�niión de h garantiza su uniidad para ada f.

El heho de ser N iniial en AlgF nos brinda el Prinipio de Induión [7℄; veamos: si

tenemos A ⊆ N tal que 0 ∈ A, y para todo n ∈ A implia que n + 1 ∈ A, mostremos

que A = N. Considerando f + a : A + 1 → A, donde a(∅) = 0 y f(n) = n + 1, se
tiene que 〈A, f + a〉 es un objeto de AlgF; y omo N es iniial en AlgF, existe un únio

homomor�smo h para el que el siguiente diagrama onmuta:

N+ 1
s+o

//

h+I1

��

N

h

��

A+ 1
f+a

// A ;

usando la inlusión i : A → N, tenemos el siguiente diagrama onmutativo:

[Revista Integración
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N+ 1
s+o

//

h+I1

��

N

h

��

A+ 1
f+a

//

i+I1

��

A

i

��

N+ 1
s+o

// N

De donde, por ser N iniial, se obtiene que i ◦ h = IN, y por lo tanto A = N.

3. Coálgebras y oinduión

Se presenta una introduión a las oálgebras, onepto de singular importania en ien-

ias de omputaión, pues omo veremos aptura en forma abstrata el onepto de

autómata. El desarrollo de las oálgebras (onoimiento oindutivo) obedee a aportes

de diversas áreas del onoimiento, entre otras los onjuntos no bien fundados, la teoría

de sistemas y la lógia modal. Como ya lo habíamos anuniado, nuestra presentaión

está dentro del ontexto de la teoría de ategorías, y así formalizamos el onepto dual a

F -álgebras. La relevania se justi�a en el desarrollo del presente trabajo, así omo on

nuestros omentarios �nales en el mismo.

Reomendamos dos exelentes manuales para la aprehensión de oálgebra y oinduión;

el primero de Pattinson [8℄, del que tomamos los ejemplos de Máquinas de Mealy y

Modelos de Kripke, y el segundo de Jaobs-Rutten [6℄, del que hemos tomado el ejemplo

de oálgebra �nal.

De�niión 3.1. Para un funtor F : C → C una F -oálgebra es un par 〈A,α〉, donde
A ∈ C y α : A → F (A). Un homomor�smo entre las F -oálgebras 〈A,α〉 y 〈B, β〉 es un
mor�smo h : A → B para el ual el siguiente diagrama onmuta:

A
α //

h

��

F (A)

F (h)

��

B
β

// F (B)

Las F -oálgebras forman una ategoría: CoalgF. El objeto �nal de CoalgF, siempre que

exista, se denomina oálgebra �nal para F .

Vol. 35, No. 1, 2017℄
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El estudio de estos objetos �nales es de gran relevania. La existenia de la oálgebra

�nal para F guarda el omportamiento de ualquier F -oálgebra. Luego los funtores que

admiten oálgebra �nal son de espeial interés. En 1989 Azel y Mendler mostraron que

los funtores llamados ω−accesibles o ω−pequeños tienen oálgebra �nal. Dentro de estos

están los denominados polinomiales obtenidos de la identidad, onstantes, produtos y

potenias onstantes. Una de�niión preisa de funtores polinomiales, junto al resultado

antes menionado y otros eranos, se pueden ver en [8℄. Los ejemplos que se onsideran

en el presente trabajo aen en su mayoría sobre esta última distinión. Además, si la ate-

goría sobre la ual está de�nido el endofuntor F tiene sumas amalgamadas, entones por

el paso a través del funtor F se obtiene que CoalgF tiene sumas amalgamadas. De heho,

los endofuntores que onsideraremos en el presente doumento están de�nidos sobre la

ategoría Set, que tiene sumas amalgamadas, y por tanto nuestras ategoríasCoalgF tie-

nen sumas amalgamadas. La esogenia apropiada de los endofuntores garantiza muha

más estrutura para las ategorías de oálgebras.

Ejemplo 3.2.

1. Máquinas de Mealy

Una máquina de Mealy se puede onsiderar omo una máquina que tiene un alfabeto

de entrada I y un alfabeto de salida O, en la que al ingresar un elemento del

alfabeto de entrada, ambiará de estado y produirá un elemento del alfabeto de

salida; formalmente, es una tripla (S, out, next) donde S es el espaio de estados,

next : S × I → S y out : S × I → O.

Para ver a una máquina de Mealy omo una oálgebra, es neesario que las funiones

next y out tengan omo dominio el espaio de estados S. Este ambio se puede haer

mediante la siguiente ténia, denominada urrying :

Sea f : A× B → C y a ∈ A �jo. Obsérvese que la asignaión f(a,−) : b 7→ f(a, b)
de�ne una funión de B en C; on esto en mente, se puede de�nir una nueva funión

a partir de f denominada urry, así: curry(f) : A → CB
tal que a 7→ fa, donde

fa : B → C es la asignaión menionada arriba, es deir, la funión que a ada b le

asigna el elemento f(a, b).

Con lo anterior, tomando el produto artesiano de las funiones out y next obte-

nemos

out× next : S × I → O × S,

on lo que

curry(out× next) : S → (O × S)I ,

lo ual nos permite ver a las máquinas de Mealy omo el par: 〈S, curry(out×next)〉,
es deir, omo una oálgebra sobre el funtor FX = (O ×X)I .

2. Modelos de Kripke

Como en el aso anterior, un modelo de Kripke sobre un onjunto de proposiiones

A es una tripla (S,R, V ), donde S es un espaio de estados o universos, R ⊆ S×S

es una relaión y V : A → P(S) es una funión denominada valuaión. Dada a ∈ A,

el modelo de Kripke funiona de la siguiente manera: la relaión R determina la

evoluión entre los universos, y la funión valuaión determina el onjunto de todos

[Revista Integración
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los universos en el que la proposiión a se satisfae. Para que un modelo de Kripke

sea una oálgebra, el objetivo es asoiar a S una funión que tenga omo dominio

diho onjunto; se puede ver la estrutura de transiión de un modelo de Kripke

omo una funión next : S → P(S). De la misma manera, a la funión valuaión

se le puede asoiar una funión prop : S → P(A) que a ada universo lo mapee en

el onjunto de proposiiones que este satisfae. Tomando el produto artesiano de

dihas funiones se obtendrá

next× prop : S −→ P(S)× P(A).

Así, 〈S, next× prop〉 es una oálgebra sobre el funtor FX = P(X)× P(A).

3. Un ejemplo de oálgebra �nal

Dado un onjunto A, onsideremos el endofuntor sobre la ategoría de los onjuntos

F : Set −→ Set de�nido por F (X) = A × X. Tomando Aω
omo el onjunto de

todas las suesiones in�nitas de elementos de A, junto al mor�smo head × tail :
Aω → A × Aω

de�nido por head(x) = x0 y tail(x) = (x1, x2, . . . ) tenemos que

〈Aω, head×tail〉 es una F -oálgebra; más aún, es la oálgebra �nal para F . Veamos

esta última a�rmaión: para ada F -oálgebra 〈S, o× t〉, es deir, para ada o× t :
S → A× S, de�niendo h por

h(x) = (x0, x1, x2, . . . ),

donde xi = o ◦ ti(x) = o ◦ t ◦ t ◦ t ◦ · · · ◦ t︸ ︷︷ ︸
i−veces

, se tiene que

head(h(x)) = x0 = o(x) = 1A(o(x))

y que

tail(h(x)) = (x1, x2, . . . ) = (o ◦ t(x), o ◦ t2(x), . . . ) = h(t(x)).

Es deir, el siguiente diagrama onmuta:

S
o×t

//

h

��

A× S

1A×h

��

Aω

head×tail
// A×Aω

Además, para ada F -oálgebra 〈S, o×t〉, de la misma de�niión h resulta ser únia.

Este ejemplo nos permite visualizar a [0, 1) omo una oálgebra �nal. Basta onsi-

derar el onjunto A = {0, 1, 2, · · · , 9} y el intervalo [0, 1); todo r ∈ [0, 1) se puede
esribir de la forma r = 0.a1a2a3... on ai ∈ A; así, aquí se enuentran todas las

suesiones in�nitas de elementos de A, lo que permite onluir que Aω
se puede

tomar omo [0, 1) sin estrutura.
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4. Cálulo oindutivo

Las adenas o suesiones in�nitas son objetos relativamente simples que proporionan

teorías muy valiosas, tanto en matemátias omo en ienias de la omputaión. Las

euaiones difereniales en adena SDE

3

onstituyen un método oindutivo para espe-

i�ar adenas y operaiones entre adenas que se ha desarrollado en las últimas dos

déadas en un sinnúmero de publiaiones. Este método permite desarrollar un álulo

en adenas bastante similar al álulo lásio del análisis matemátio. Desarrollaremos

aspetos básios de este álulo en la seión 3.4. Empezaremos en 3.1 on los autómatas

de adena; en 3.2 se estudia el omportamiento equivalente omo bisimulaión, una re-

laión dual a las ongruenias en álgebra universal; y en 3.3 veremos el omportamiento

equivalente omo una bisimulaión, lo que nos permitirá dar el prinipio demostrativo de

oinduión.

4.1. Autómatas de adena

Un autómata de adena se puede onsiderar omo una máquina on una pantalla (que

muestra un elemento d de un onjunto de datos A) y un botón, en la que ada vez

que se presione el botón, la pantalla se atualizará on un nuevo elemento d′ ∈ A no

neesariamente diferente al anterior. Un ejemplo bastante ilustrativo de estas son las

lásias máquinas tragamonedas en los asinos, que onstan de una pantalla y un solo

botón; sabemos que, al presionar el botón, la pantalla mostrará una ombinaión (no

neesariamente diferente) de elementos. De esta manera, un autómata on un onjunto

de estados internos S (los datos) puede ser desrito mediante un par de funiones que

determinan los elementos que pueden ser identi�ados y observados. Formalmente:

De�niión 4.1. Sea A un onjunto. Un autómata de adena (o algunas vees simplemete

autómata) sobre A es una F -oálgebra S = 〈S, o × t〉 onsistente de un onjunto S

denominado espaio de estados y una funión o × t : S → A × S, donde o : S → A y

t : S → S se denominan funión de salida y transiión, respetivamente.

Como vimos en la seión 2, las funiones head y tail juegan un papel importante en el

álulo de adenas; reordemos la de�niión de estas funiones en términos que se adeúen

al lenguaje que emplearemos. Reordemos que una adena es una suesión in�nita de

términos ordenados; formalmente, una adena es una funión σ que a ada elemento del

onjunto {0, 1, 2, . . .} le asigna un elemento de un onjunto A y a ada una de estas

asignaiones las ordena en una lista de la forma (σ(0), σ(1), σ(2), . . . ). El onjunto de

todas las adenas on entradas en A se denota por Aω
y se de�ne de manera formal así:

Aω = {σ|σ : {0, 1, 2, . . .} −→ A}.

Se de�ne la funión O : Aω → A mediante O(σ) = σ(0). Al elemento σ(0) se lo denomina

el valor iniial de la adena σ. También se de�ne la derivada de la adena σ omo la fun-

ión T : Aω → Aω
que a ada adena σ le asigna la adena T (σ) = σ′ = (σ(1), σ(2), ...).

Observaión 4.2. Las funiones O y T orresponden a las funiones de salida y de

transiión (respetivamente) para el autómata uyo espaio de estados es Aω.

3

Abreviaión de sus siglas en inglés: Stream Di�erential Equations.
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En la siguiente seión se dará un sentido preiso a la siguiente de�niión.

De�niión 4.3. Sea 〈S, o × t〉 un autómata sobre A. La funión [[−]] : S → Aω
de�nida

por [[s]] = (o(s), o(t(s)), o(t(t(s))), ...) se denomina funión de omportamiento.

Es muy pertinente tener en uenta que la funión [[−]] está dada omo el únio homo-

mor�smo sobre la oálgebra �nal, on lo ual obtiene la siguiente proposiión.

Proposiión 4.4. La funión de omportamiento es un homomor�smo.

4.2. Comportamiento equivalente

Para tener una idea intuitiva de lo que signi�a omportamiento equivalente onsidérese

de nuevo que los autómatas son máquinas, y que ellas produen lo mismo mediante pro-

esos que usted desonoe; sabiendo que los estados internos del sistema (en la máquina)

son invisibles para el usuario, ¾ómo determinaría si los proesos son iguales? La respues-

ta a esta pregunta da lugar al onepto de omportamiento equivalente. El maro teório

presentado a ontinuaión (hasta el �nal de la seión) será tomado de [8℄. Para informa-

ión detallada onsultar esta referenia. Daremos las de�niiones en forma general para

oálgebras, pero ada vez estaremos volviendo sobre los autómatas de adena.

De�niión 4.5. Supóngase que 〈C, γ〉, 〈D, δ〉 ∈ CoalgF . Si c ∈ C, d ∈ D, se die que

son equivalentes en omportamiento (c ≈ d), si existen 〈E, ǫ〉 ∈ CoalgF y un par de

homomor�smos f : C → E y g : D → E tales que f(c) = g(d).

La prueba del ítem (iii) en la siguiente proposiión requiere una onstruión on sumas

amalgamadas en la ategoríaCoalgF , la ual está garantizada, pues nuestros endofuntores

F están de�nidos sobre la ategoría Set, y por tanto CoalgF goza de esta erradura.

Proposiión 4.6. Sean 〈C, γ〉, 〈D, δ〉, 〈E, ǫ〉 ∈ CoalgF y (c, d, e) ∈ C ×D×E. Entones:

(i) c ≈ c;

(ii) c ≈ d implia que d ≈ c;

(iii) c ≈ d y d ≈ e implia que c ≈ e.

La restriión de la relaión de omportamiento equivalente a una oálgebra 〈C, γ〉 se

denota por ≈C . Con lo ual tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.7. Sea 〈C, γ〉 ∈ CoalgF . Entones ≈C es una relaión de equivalenia.

Para una oálgebra �ja, otra forma de estableer uándo dos estados tienen ompor-

tamiento equivalente se ilustra mediante la siguiente proposiión, que omo ténia o

prinipio demostrativo será muho más e�iente que la de�niión.

Proposiión 4.8. Sean 〈C, γ〉 ∈ CoalgF y c, c′ ∈ C. Las siguientes proposiiones son

equivalentes:

(i) c ≈ c′;
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(ii) Existen 〈E, ǫ〉 ∈ CoalgF y un mor�smo e : 〈C, γ〉 → 〈E, ǫ〉 que e(c) = e(c′).

El siguiente teorema permite estableer uándo dos estados asoiados a dos autómatas de

adena tienen un omportamiento equivalente. Para probarlo, es neesario tener primero

el siguiente resultado.

Proposiión 4.9. Si 〈A1, o1 × t1〉, 〈A2, o2 × t2〉 son autómatas y f : A1 → A2 es un

homomor�smo entre ellos, entones, para todo a ∈ A1

o1(t
n
1 (a)) = o2(t

n
2 (f(a))).

Demostraión. Por ser f un homomor�smo se umple que

o1(a) = o2(f(a)) y f(t1(a)) = t2(f(a)).

Sea n > 0; veamos que f(tn1 (a)) = tn2 (f(a)):

f(tn1 (a)) = f(t1(t
n−1
1 (a)))

= t2(f(t
n−1
1 (a)))

= t2(f(t1(t
n−2
1 (a))))

= t22(f(t
n−2
1 (a)))

.

.

.

= tn2 (f(a)).

Así, tenemos que o2(t
n
2 (f(a))) = o2(f(t

n
1 (a))) = o1(t

n
1 (a)). �XXX

Teorema 4.10. Sean 〈A1, o1 × t1〉, 〈A2, o2 × t2〉 autómatas y (a, a′) ∈ A1 ×A2; entones

a ≈ a′ si y solo si [[a]] = [[a′]].

Demostraión. Supongamos que a ≈ a′; entones existen un autómata (A3, 〈o3, t3〉) y

homomor�smos f : A1 → A3 y g : A2 → A3 tales que f(a) = g(a′). Como f y g son

homomor�smos, de la proposiión anterior tenemos que para todo n,

o1(t
n
1 (a)) = o2(t

n
2 (f(a))) = o2(t

n
2 (g(a

′))) = o1(t
n
1 (a

′)).

Así,

(o1(a), o1(t1(a)), o1(t
2
1(a)), ..., o1(t

n
1 (a)), ...) = (o1(a

′), o1(t1(a
′)), o1(t

2
1(a

′)), ..., o1(t
n
1 (a

′)), ...),

es deir, [[a]] = [[a′]]. Reíproamente, supongamos que [[a]] = [[a′]]; omo onseuenia de

la proposiión 4.4 se tiene que a ≈ a′. �XXX

4.3. Comportamiento equivalente omo bisimulaión

En esta parte es neesario detenernos brevemente en dos lases de oálgrebras: simples

y extensivas. La importania de los sistemas simples radia en que estos permiten ha-

er demostraiones empleando oinduión; diho de una mejor manera, satisfaen el

siguiente prinipio de demostraión, que va a representar un papel indispensable en la

demostraión de algunos de los resultados prinipales, omo el teorema fundamental del

álulo y la uniidad de la soluión de euaiones difereniales. Mientras que las extensivas

inorporan todos los omportamientos observables.
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De�niión 4.11. Sea 〈C, γ〉 ∈ CoalgF . Deimos que 〈C, γ〉 es:

Simple, si c = c′ siempre que c ≈ c′.

Extensiva, si para todas 〈D, δ〉 y d ∈ D existe c ∈ C tal que c ≈ d.

Es deir, en una oálgebra simple tener dos estados on omportamiento equivalente

implia que son iguales, y que las oálgebras extensivas realizan todos los omporta-

mientos observables. El teorema 2.7.2 de [8℄, que enuniamos a ontinuaión, establee

la equivalenia entre las oálgebras �nales, y las simples y extensivas.

Teorema 4.12. Sea 〈C, γ〉 ∈ CoalgF . Las siguientes proposiiones son equivalentes:

(i) 〈C, γ〉 es una oálgebra �nal;

(ii) 〈C, γ〉 es simple y extensiva.

Para �nalizar esta seión introduiremos de manera general el onepto de bisimulaión

y su relaión on la equivalenia de omportamiento; partiularmente, ilustraremos ómo

se evidenia esta en los autómatas de adena.

De�niión 4.13. Sean 〈C, γ〉 y 〈D, δ〉 F -oálgebras. Una relaión B ⊆ C × D es una

bisimulaión si existe β : B → FB tal que las proyeiones π1 : B → C y π2 : B → D

sean homomor�smos de oálgebras, es deir, si el siguiente diagrama onmuta:

C

γ

��

B
π2 //

β

��

π1oo D

δ

��

FC FB
Fπ1

oo
Fπ2

// FD

Diremos que c ∈ C y d ∈ D son bisimilares, y lo denotaremos por c ∼ d, si existe una

bisimulaión B para la ual (c, d) ∈ B.

El autor en [8℄ logra haer una onexión entre los oneptos de bisimulaión y ompor-

tamiento equivalente mediante la siguiente proposiión:

Proposiión 4.14. Sean 〈C, γ〉, 〈D, δ〉 ∈ CoalgF y c ∈ C, d ∈ D. Si c ∼ d, entones

c ≈ d.

Y omo onseuenia inmediata de esta y el Teorema 4.12, tenemos el siguiente orolario:

Corolario 4.15. Sea 〈C, γ〉 ∈ CoalgF simple y extensiva. Si c, c′ ∈ C y c ∼ c′, entones

c = c′.

Como hemos insistido reurrentemente, nos interesan los autómatas de adena. Es muy

importante onoer explíitamente su oálgebra �nal (si la tiene), así que en lo que queda

de esta seión ilustraremos brevemente los resultados obtenidos arriba para autómatas

de adena en pro de ello.
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Sabemos que el endofuntor en la ategoría Set asoiado a los autómatas de adena está

dado por F (X) = A×X, siendo A el onjunto de salida (o de etiquetas). Consideremos

los autómatas de adena 〈C, o1 × t1〉 y 〈D, o2 × t2〉. Si R ⊆ C ×D es una bisimulaión,

se tiene entones que el siguiente diagrama onmuta:

C

o1×t1

��

R
π2 //

β1×β2

��

π1oo D

o2×t2

��

A× C A×R
1A×π1

oo
1A×π2

// A×D

Así, o1(π1(c, d)) = β1(c, d) = o2(π2(c, d)), lo que implia que o1(c) = o2(d), ∀(c, d) ∈ R.

Por otro lado, omo el dominio y el odominio de β2 es R, y R ⊆ C × D, entones,

tomando β2((c, d)) = (a, e), tenemos que

t1(c) = π1((a, e)) = a y t2(d) = π2((a, e)) = e.

De donde (t1(c), t2(d)) ∈ R para todo (c, d) ∈ R.

Si reemplazamos los espaios de estados C y D por Aω
, lo anterior lo podemos resumir

en la siguiente de�niión:

De�niión 4.16. Una bisimulaión en Aω
es una relaión R ⊆ Aω × Aω

tal que para

ualesquiera σ y τ en Aω
, se tiene

σRτ ⇒

{
σ(0) = τ(0)
σ′ R τ ′.

Es fáil probar que la unión de todas las bisimulaiones es una bisimulaión (de heho,

la más grande); a esta se la denomina relaión de bisimilaridad (que orresponde a la

de�niión de atrás).

La importania del siguiente teorema radia en que de él se derivan los resultados prini-

pales de esta seión: la �nalidad de 〈Aω, O×T 〉 en CoalgF y el teorema de oinduión.

Teorema 4.17. 〈Aω , O × T 〉 es simple.

Demostraión. Sean σ, σ′ ∈ Aω
. Si σ ≈ σ′

, entones por el Teorema 4.10 tenemos que

[[σ]] = [[σ′]]; esto quiere deir que

(O(σ), O(T (σ)), . . . , O(T n(σ)), . . . ) = (O(σ′), O(T (σ′)), . . . , O(T n(σ′)), . . . ),

de donde

O(T n(σ)) = O(T n(σ′)) ∀n ≥ 0,

lo que implia que

σ(n) = σ′(n) ∀n ≥ 0,

pues el valor iniial de ada derivada orresponde a la primera omponente de esta, on

lo que la adena formada por todos estos valores iniiales orresponde a la adena en sí.

Por lo tanto, σ = σ′. �XXX
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Como los homomor�smos entre oálgebras preservan los omportamientos observables,

tenemos que si para toda 〈D, δ〉 en CoalgF existe un homomor�smo f : 〈D, δ〉 → 〈C, γ〉,
entones 〈C, γ〉 es extensiva. Este es el aso de 〈Aω , O × T 〉 por la Proposiión 3.1, y así

tenemos que 〈O×T 〉 es extensiva. Luego, omo una onseuenia del teorema anterior y

del Teorema 4.12, tenemos el siguiente orolario:

Corolario 4.18. 〈Aω, O × T 〉 es una oálgebra �nal.

Como una onseuenia del teorema anterior y el Corolario 4.15 tenemos el siguiente

orolario:

Corolario 4.19. (Coinduión) Para todo σ, τ ∈ Aω
, σ ∼ τ implia que σ = τ .

Serie de Taylor

Considere el onjunto

A = {f : R −→ R | f es analítia en 0}.

Sabemos que una funión al ser analítia en un punto lo será en una veindad alrededor

de él, y por lo tanto será in�nitamente difereniable en diha veindad. Con esto presente,

podemos de�nir las siguientes funiones:

o : A → R t : A → A

o(f) = f(0), t(f) = f ′,

donde f ′
orresponde a la derivada de la funión f . Esto quiere deir que A se puede

ver omo un autómata, siendo o y t las funiones de salida y transiión asoiadas a A .

Así, la funión de omportamiento tendrá la forma

[[f ]] = (f(0), f ′(0), f ′′(0), . . . ) ∀f ∈ A ,

es deir, el únio homomor�smo de A en R
ω
está de�nido mediante la expresión de

arriba, que es la serie de Taylor de f y se denota por:

T (f) = (f(0), f ′(0), f ′′(0), . . . ).

4.4. Cálulo básio de adenas

Ahora, omo habíamos anuniado desde la introduión de esta seión, presentaremos

aspetos básios del método oindutivo SDE para espei�ar adenas y operaiones entre

adenas. Con lo ual haremos un aeramiento al álulo en adenas que nos permita

ilustrar el aráter oindutivo del álulo lásio del análisis matemátio real. A �n de

disponer de una buena estrutura algebraia en las adenas, se parte de adenas sobre

un onjunto on una adeuada estrutura algebraia. En prinipio, si onsideramos las

adenas sobre 〈R,+, ·, 0, 1〉 un anillo, es bien onoido que estas adenas Rω
gozan de

una estrutura de anillo on las operaiones de�nidas para ualesquiera a, b ∈ Rω
por

(a+ b)(n) = a(n) + b(n) y (a× b)(n) = Σk+l=na(k)b(l), el módulo aditivo 0(n) = 0 para

todo n ∈ ω; y el modulo multipliativo 1(0) = 1 y 1(n) = 0 para todo n > 0. Constituyen
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las series de potenias formales sobre el anillo R, usualmente denotadas por R[[X ]], que
resulta ser onmutativo siempre que R lo sea. Además se tiene la inmersión del anillo R

en R[[X ]], identi�ando ada r ∈ R por la adena [r] = (r, 0, 0, 0, 0, . . . ). Usando SDE [r]
es la únia adena que satisfae la euaión diferenial [r]′ = [0] y [r](0) = r. Igualmente,

usando SDE, las operaiones se pueden de�nir para σ y τ adenas por

La suma de σ y τ omo la únia adena que satisfae la euaión diferenial

(σ + τ)′ = σ′ + τ ′ y (σ + τ)(0) = σ(0) + τ(0).

El produto

4σ × τ omo la únia adena que satisfae euaión diferenial

(σ × τ)′ = (σ′ × τ) + ([σ(0)]× τ ′) y (σ × τ)(0) = σ(0)τ(0).

Es deir, tenemos que 〈Rω,+,×〉 es un anillo, el ual es onmutativo siempre que R lo

sea, on módulo aditivo [0] y unidad [1]. De otro lado, por la de�niión del produto se

obtiene que una adena σ es invertible si y sólo si σ(0) es una unidad en el anillo R. En

partiular, uando R es un uerpo tenemos que σ es invertible si y sólo si σ(0) 6= 0.

Además en este álulo se tiene la adena onstante X = (0, 1, 0, 0, 0, . . . ), que es la únia
adena que satisfae la euaión diferenial X

′ = [1] y X(0) = 0. Esta adena tiene la

propiedad de que para ada adena σ, X × σ = σ × X = (0, σ(0), σ(1), σ(2), . . . ). Luego
la multipliaión por X representa una suerte de �integraión de adena� vista omo el

inverso a la derivaión de adena. Lo que nos permite dar el teorema fundamental del

álulo en adenas tomado de Rutten [10℄.

Teorema 4.20. Sea σ ∈ Rω
. Entones, σ = [σ(0)] + X× σ′

.

Demostraión. Sea B = {〈σ, σ〉 : σ ∈ Rω} ∪ {〈σ, [σ(0)] + X × σ′〉 : σ ∈ Rω}. Veamos

que B es una bisimulaión:

([σ(0)] + X× σ′)(0) = [σ(0)](0) + (X× σ′)(0)
= σ(0) + X(0)σ′(0)
= σ(0) + 0σ′(0)
= σ(0) + 0 = σ(0).

Por otro lado,

([σ(0)] + X× σ′)′ = [σ(0)]′ + (X× σ′)′

= [0] + X
′ × σ′ + [X(0)]× σ′′

= [0] + ([1]× σ′) + ([0]× σ′′)
= σ′.

Así, tenemos de B que σ′B(σ′ = ([σ(0)] + X× σ′)′), de donde se onluye que B es una

bisimulaión y por lo tanto, por oinduión, se tiene la igualdad deseada. �XXX

4

Es usual en la literatura de ienias de la omputaión referirse a este produto omo produto

onvoluión.
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Ahora veamos una deduión de lo estableido en el teorema anterior para un tipo espeial

de adenas: las series de Taylor.

Sea f ∈ A (ver ejemplo de la Serie de Taylor de la seión anterior). Para f , el teorema

fundamental del álulo asegura que

f(x) = f(0) +

∫ x

0

f ′(t)dt.

Supóngase que σ = T (f). Veamos que para este tipo de adenas se puede deduir lo

estableido en el teorema anterior a partir de su de�niión:

σ = T (f(x))
= T (f(0) +

∫ x

0
f ′(t)dt).

Pero T (f(0)) = (f(0), 0, 0, . . . ) y T (
∫ x

0 f ′(t)dt) = (0, f ′(0), f ′′(0), . . . ). Así pues,

σ = T (f(0)) + T (
∫ x

0 f ′(t)dt).

Note además que T (f(0)) = [T (f)(0)], es deir,

σ = [T (f)(0)] + T (
∫ x

0 f ′(t)dt). (∗)

Ahora, veamos que la relaión

R = {〈σ, σ〉 | σ ∈ R
ω} ∪ {〈T

(∫ x

0

f(t)dt

)

,X× T (f(t))〉 | f ∈ A }

es una bisimulaión:

Sean σ = T (
∫ x

0
f(t)dt) y τ = X × T (f(t)) para f ∈ A . Tenemos que σ(0) = 0 = τ(0).

Por otro lado, es fail probar que σ′ = τ ′, y de R se sabe que τ ′Rτ ′, lo que quiere deir

que σ′Rτ ′, lo que nos lleva a que R es una bisimulaión, y por el orolario de oinduión

4.19, podemos onluir que

T

(∫ x

0

f(t)dt

)

= X× T (f(t)).

Por lo tanto, ontinuando en (∗)

σ = [T (f)(0)] + X× T (f ′(t)dt)
= [σ(0)] + X× σ′.

5. Sistemas de euaiones difereniales

A �n de ilustrar la fortaleza de SDE neesitamos formalizar los sistemas de euaiones

en el maro oindutivo. Empezaremos a manera de introduión on los sistemas de

euaiones simples, para pasar a los lineales, que es nuestro propósito en este doumento.

La existenia y uniidad de las soluiones de tales sistemas está determinada por la

oinduión. Logros y desarrollos más generales, así omo iertos detalles ténios no

inluidos en el presente, se puede onsultar en [5℄.
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5.1. Sistemas de euaiones difereniales simples

Consideremos la euaión

σ′ = σ y σ(0) = r ∈ R. (1)

La soluión es una adena que tenga omo valor iniial el elemento r y que al derivarla ob-

tengamos la misma adena. A simple vista, se puede ver que la soluión es σ = (r, r, r, ...).
Daremos uso a las herramientas teórias para busar diha soluión y mostrar su uni-

idad: Sea S = ({s}, o × t) un autómata on los operadores de�nidos así: o(s) = r y

t(s) = s. Sean σ ∈ Rω
y h : S −→ Rω

un mor�smo tal que h(s) = σ. Por la �nalidad

de Rω
tenemos que h es un homomor�smo, y por lo tanto que el siguiente diagrama

onmuta

S
h //

o×t

��

Rω

O×T

��

R × S
1R×h

// R ×Rω

Así, tenemos que

σ′ = T (σ)
= T (h(s)) por de�niión de h

= h(t(s)) por onmutatividad del diagrama

= h(s) = σ.

De la misma manera, σ(0) = O(σ) = O(h(s)) = o(s) = r. Lo que nos lleva a onluir

que σ es la adena que satisfae (1). Para garantizar la uniidad de ella, supongamos

que existe ρ ∈ Rω
tal que ρ′ = ρ y ρ(0) = r. Veamos que {(ρ, σ)} es una bisimulaión.

Tenemos que ρ(0) = r = σ(0); además, ρRσ y se tiene que ρ′ = ρ y σ′ = σ, de donde se

onluye que ρ′Rσ′
; luego, ρ ∼ σ y por el orolario de oinduión ρ = σ.

Este ejemplo está dentro de las euaiones más simples. Tomaremos ahora la formaliza-

ión de [10℄ para los sistemas de este estilo.

Fijemos R sólo omo un onjunto, llamaremos un sistema de euaiones simple sobre las

variables X = {xi|i ∈ I} a un onjunto simultáneo de SDEs de la forma

x′ = yi y xi(0) = ri,

donde ri ∈ R y yi ∈ X para todo i ∈ I. Nuestro interés está sólo para uando X es �nito.

Un sistema simple está plenamente determinado por una funión e : X → R×X, es deir,

por un autómata de adena on espaios de estado X. Una soluión de e : X → R ×X

es una apliaión h : X → Rw
que preserve las euaiones h(xi)(0) = ri y h(xi)

′ = h(yi)
para todo i ∈ I. Lo ual orresponde a que el siguiente diagrama onmuta:
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X
h //

e

��

Rω

O×T

��

R×X
1R×h

// R×Rω

La soluión del sistema es el únio homomor�smo de adena de 〈X, e〉 al autómata de

adena �nal. Usando el prinipio de oinduión, tenemos que todo sistema de euaiones

simples siempre tiene soluión y es únia. Diremos que σ ∈ Rw
es una soluión de e si

existe x ∈ X tal que σ = h(x), y en tal aso también diremos que e es una espei�-

aión de σ. Las soluiones de sistemas de euaiones simples �nitos son exatamente

los omportamientos de autómatas de adena �nitos, los uales son preisamente los

eventualmente periódios.

5.2. Sistemas de euaiones difereniales lineales

En lo que resta de este esrito, entrado en [5℄, R se �ja omo un uerpo numério, on

lo ual Rω
tiene estrutura de espaio vetorial sobre R. Se de�ne la suma y el produto

esalar puntualmente. Además dado un onjunto X denotaremos por V(X) al espaio
libre generado por X. Es deir, el onjunto de todas las ombinaiones lineales formales

sobre X ;

V(X) = {r1x1 + r2x2 + · · ·+ rnxn | ri ∈ R, xi ∈ X, 1 ≤ i ≤ n}.

Un sistema de euaiones lineales sobre las variables X = {xi|i ∈ I} es un onjunto

simultáneo de SDEs de la forma

x′ = yi y xi(0) = ri,

donde ri ∈ R y yi ∈ V(X) para todo i ∈ I. Nuestro interés está sólo para uando X es

�nito. Es deir, un sistema lineal es una funión e = 〈o, d〉 : X → R×V(X). Una soluión

de e es una apliaión h : X → Rω
que preserve las euaiones h(xi)(0) = o(xi), y si

d(xi) = r1 ·x1+r2 ·x2+· · ·+rn ·xn, entones h(xi)
′ = r1 ·h(x1)+r2 ·h(x2)+· · ·+rn ·h(xn)

para todo i ∈ I. Para ver las soluiones de los sistemas de euaiones difereniales lineales

es indispensable verlos omo autómatas sobre espaios vetoriales.

Un autómata de adena lineal es un autómata sobre espaios vetoriales, es deir, es una

apliaión de la forma 〈o, d〉 : V → R × V, donde V es un espaio vetorial sobre R, y

o y d son funiones lineales. Un homomor�smo de autómatas de adena lineales es una

apliaión entre los espaios vetoriales de estados, la ual es homomor�smo de autómatas

de adena y es lineal. Como V(X) es el espaio libre generado por X, dado un sistema de

euaiones lineales e : X → R×V(X) existe una únia extensión lineal (un autómata de

adena lineal) e∗ : V(X) → R × V(X); además, el autómata de adena �nal es también

un autómata de adena lineal �nal. Se demuestra por oinduión que todo sistema de
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euaiones lineales tiene una únia soluión. Cuando X es �nito el únio homomor�smo

lineal h : V(X) → Rω
puede representarse por una matriz �nita on adenas raionales

omo entradas. Una adena σ ∈ Rω
es raional si es de la forma

σ =
a0 + (a1 × X) + (a2 × X

2) + · · ·+ (an × X
n)

b0 + (b1 × X) + (b2 × X2) + · · ·+ (bm × Xm)
,

donde ai, bj ∈ R on b0 6= 0 y n,m ∈ N on 1 ≤ i ≤ n y 1 ≤ j ≤ m.

Reordemos que si R es un anillo, entones el onjunto Mn(R) de matries n × n on

entradas en R on la suma y la multipliaión usual de matries también es un anillo. Más

aún, si R es onmutativo, podemos de�nir la multipliaión por esalar en Mn(R) omo

sigue: para todo r ∈ R y toda matrizM ∈ Mn(R), r·M = (rMij)ij , y se tiene la propiedad
r · (MN) = (r ·M)N = M(r ·N), on lo ual Mn(R) es una R-álgebra asoiativa. Ahora,

volviendo a nuestra restriión de que R es un uerpo, entones tenemos que Mn(R
ω) es

una Rω
-álgebra asoiativa.

Ahora nos onentraremos en el aso n = 2, es deir, en los sistemas de euaiones

lineales en dos variables. Ilustramos el método de soluión matriial en este aso, que es

fáilmente generalizable a n variables. Un sistema de euaiones lineales en dos variables,

σ′

1 = m11 · σ1 +m12 · σ2 σ1(0) = r1,

σ′

2 = m21 · σ1 +m22 · σ2 σ2(0) = r2,

puede ser representado en forma matriial mediante:

(
σ1

σ2

)′

=

(
m11 m12

m21 m22

) (
σ1

σ2

)

y

(
σ1

σ2

)

(0) =

(
r1
r2

)

= Y0,

on mij ∈ R vistos omo [mij ] ∈ Rω
donde i, j = 1, 2.

Empleando el teorema fundamental del álulo, se llega a que la soluión para el sistema

está dada por: (
σ1

σ2

)

= [I2 − X ·M ]−1Y0 (2)

Para �nalizar, se desarrollarán ejemplos en los que se pretende ilustrar la ténia de

soluión matriial desarrollada atrás, pues uno de los objetivos de este doumento es

mostrar diferentes ténias empleadas en métodos oindutivos y oalgebraios. Estos

ejemplos ya han sido desarrollados sin manipulaión de matries [9℄.

Soluión a un sistema de dos euaiones lineales

Considere el sistema

σ′ = τ σ(0) = 1,
τ ′ = σ τ(0) = 0.
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En este aso, la soluión es σ = (1, 0, 1, 0, . . . ), Veamos

De auerdo on la euaión (2), la soluión al sistema está dada por

(
σ

τ

)

=
1

1− X2
·

(
1 X

X 1

) (
1
0

)

,

de donde obtenemos que σ y τ orresponden a las adenas raionales

σ = 1
1−X2 τ = X

1−X2 .

Luego, omputando los valores iniales tenemos que

σ(0) =
1

1− X2
(0) = 1 y τ(0) =

X

1− X2
(0) = 0.

Nótese que basta on estos valores iniiales para reonstruirlas ompletamente, pues ada

una es la derivada de la otra.

Cadena de Fibonai

Considere la euaión on valores iniiales

σ′′ = σ′ + σ

{
σ(0) = 0,
σ′(0) = 1.

Sabemos que toda euaión diferenial de orden n ≥ 2 se puede esribir omo un sistema

de n euaiones difereniales de primer orden; llevando a abo el mismo proeso en este

aso, obtendremos para la euaión de segundo grado un sistema de dos euaiones de

primer orden. Es deir, haiendo la sustituión τ = σ′
obtenemos, a partir del sistema

iniial, el siguiente sistema de euaiones de primer orden:

τ = σ′ σ(0) = 0,
τ ′ = τ + σ τ(0) = 1.

De la misma manera que en el ejemplo anterior, la representaión matriial del sistema

está dada por

(
σ

τ

)′

=

(
0 1
1 1

) (
σ

τ

)

y

(
σ

τ

)

(0) =

(
0
1

)

.

Así, la soluión dada mediante la euaión 2 se ve representada por:

(
σ

τ

)

=

(
1 −X

−X 1− X

)−1 (
0
1

)

=

( 1−X

1−X−X2
X

1−X−X2

X

1−X−X2
1

1−X−X2

) (
1
0

)

=

(
X

1−X−X2

1
1−X−X2

)

,
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de donde se obtiene que

σ =
X

1− X− X2
,

uya expansión en serie está dada por

X+ X
2 + 2X3 + 3X4 + 5X5 + · · · ,

que tiene omo oe�ientes los números de Fibonai.

Otra manera de obtener sigma es omputando suesivamente los valores iniiales de las

derivadas de la forma reional de σ. Haiendo esto, se obtiene:

σ(0) = X(0)
[1](0)−X(0)−X2(0) = 0,

σ′(0) = [1](0)
[1](0)−X(0)−X2(0) = 1,

σ′′(0) = σ(0) + σ′(0) = 1,
.

.

.

σn+1(0) = σn(0) + σn−1(0) = Fn + Fn−1,
.

.

.

formando la adena uyas entradas (a exepión del 0) son los números de la suesión de

Fibonnai.

6. A manera de onlusión

Queremos resaltar que graias a ténias relativamente elementales se visualizan omo

oálgebras iertos autómatas y semántias de la lógia modal. Las Máquinas de Mealy a

través de la ténia denominada urrying, y los Modelos de Kripke utilizando el funtor

partes para ver �funiones� multivaluadas omo verdaderas funiones. El uso de matri-

es permite ver varias adenas simultáneas en una sola, lo que proporiona la soluión

de sistemas euaiones difereniales lineales. Por último la bisimulaión omo ténia

demostrativa, que en nuestro aso pone de presente el aráter oindutivo del análisis

real. Las espei�aiones de SDE presentadas en este doumento se pueden extender a

lenguajes libres de ontexto [5℄.

Además, existen presentaiones oindutivas de otras áreas relevantes de las matemáti-

as, entre las uales destaamos las de Azel [1℄, Fauser-Pavlovi [3℄ y Gumm [4℄. A-

zel presenta modelos no bien fundados para las Teoría de Conjuntos; Gumm utiliza el

endofuntor �ltro F : Set → Set, de�nido sobre los objetos por F(X) omo la ole-

ión de todos los �ltros sobre X, para apturar ada espaio topológio 〈A, τ〉 omo la

F−oálgebra α : A → F(A) de�nida; para todo a ∈ A, por α(a) igual a la oleión

de todas las veindades de a; y Fauser-Pavlovi en el maro de las variedades y haes

tangentes proporionan una semántia de los funtores haz tangente y haz otangente, y

dan un tratamiento oalgebraio a la Segunda Ley de Newton que les permite ir más allá

de la meánia lásia, y adentrarse en la teoría de la relatividad.
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