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Resumen. Dado un espacio Hausdorff X se le puede asociar un par (EX, kx),
donde EX es un espacio extremadamente disconexo y kx : EX — X es una
funcién #-continua perfecta e irreducible. Al espacio EX se le conoce como el
absoluto de X. En este trabajo vamos a estudiar como se comportan algunos
hiperespacios del absoluto de un espacio X con la topologia de Vietoris.
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Hyperspaces of absolutes of a space X

Abstract. Given a Hausdorfl space X, a pair (EX,kx) can be associated
with it, where F X is an extremely disconnected space, and kx : FX — X is
a perfect, irreducible and #-continuous function. The space EX is known as
the absolute of X. In this work, we are going to study how some hyperspaces
of the absolute of a space X behave with the Vietoris topology.

Keywords: Hyperspace, perfect function, #-continuous function, irreducible
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1. Introduccién

En este trabajo todos los espacios se asumiran Hausdorff, salvo que se especifique lo
contrario. Dado un espacio Hausdorfl X se le puede asociar una par (EX, kx), donde
E X es un espacio extremadamente disconexo y kx : EX — X es una funcién 6-continua
perfecta e irreducible. Al espacio FX se le conoce como el absoluto de X. Algunas de
las propiedades de este espacio fueron estudiadas en [6].
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2 A. ZARAGOZA

Sea X un espacio, definimos a CL(X) C P(X) como el conjunto de todos los subconjun-
tos cerrados no vacios de X; K(X) denota el subespacio de CL(X) que consiste en los
subconjuntos compactos no vacios de X; y para cualquier n € N, F,,(X) es el subespacio
de CL(X) que consiste de todos los subconjuntos no vacios que tienen cardinalidad menor
o igual a n.

Para n € N y subconjuntos Uy, ..., U, de un espacio X, denotamos por (Uy,...,U,) a
la coleccion {F € CL(X) : F C U<, Ur, FN Uy # 0,k < n}. Vamos a dotar a CL(X)
con la topologia de Vietoris cuya base canoénica son todos los conjuntos de la forma
(U1, ...,U,), donde Uy es un subconjunto abierto no vacio de X para cada k < n. En [3] se
demostré que CL(B3X) es homeomorfo a BCL(X) si y solo si CL(X)? es pseudocompacto,
donde BX es la compactacién de Stone-Cech de X. Por otro lado, se sabe que K(X) es
extremadamente disconexo si y solo si X es discreto (ver Proposicién 3.3 en [4]). Esto
implica que IL(EX) no es extremadamente disconexo si X no es discreto. Esto implica que
no podemos obtener un resultado similar al que se tiene con la compactacién de Stone-
Cech, es decir que si X no es discreto, entonces K(EX) no es homeomorfo a EX(X). En
este trabajo vamos a demostrar el siguiente resultado, que relaciona C(EX) con EX(X).

Teorema 1.1. Sea X un espacio Tychonoff, entonces EX(X) es homeomorfo a EKX(EX).

2. Preliminares

En esta secciéon vamos a definir el absoluto de un espacio X y enunciaremos algunas de
las propiedades del absoluto de X que usaremos para demostrar el teorema principal del
trabajo. Seguiremos la notacién de [6].

Definicion 2.1. Sea X un espacio topoldgico, decimos que X es extremadamente dis-
conexo (ED) si para cada abierto U se tiene que clx(U) es abierto.

Es facil ver que todo espacio discreto es extremadamente disconexo. El Teorema 6.1.c
de [6] demuestra que si X es un espacio extremadamente disconexo, entonces SX es
extremadamente disconexo.

Definicion 2.2. Sean X, Y dos espacios Hausdorff y f : X — Y una funcién:

1. f es una funcién irreducible si es sobreyectiva y cerrada tal que para cualquier
B C X cerrado propio se tiene que f(B) es un subconjunto cerrado propio de Y.

2. f es una funcién f-continua en zy € X si para cualquier subconjunto abierto V'
que contiene a f(xg), existe un subconjunto abierto U de X que contiene a x( tal
que f(cx(U)) Ccly (V). Y f es O-continua si lo es en cada z € X.

3. f es perfecta si es sobreyectiva, cerrada y para cualquier y € Y, se tiene que
f~Y(y) es un subconjunto compacto de X.

Es claro que 7dx es una funcién irreducible para cualquier espacio X. Mas atin, cualquier
homeomorfismo es una funcién irreducible. También es claro que si f es una funcién
continua, entonces f es una funcién #-continua. El siguiente resultado nos dice cuando
una funcién #-continua es continua.
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Hiperespacios de absolutos de un espacio X 3

Proposicion 2.3. Sea f: X — Y una funcion 0-continua, si Y es regular, entonces f es
continua.

Demostracion. Supongamos que Y es regular. Sean x € X y U un subconjunto abierto
de Y tal que f(z) € U. Como Y es regular, entonces existe un subconjunto abierto W
de Y tal que f(x) € W C cly (W) C U. Por otro lado, como f es @-continua, existe
un subconjunto abierto V de X tal que x € V' y f(clx(V)) C cly (W). Es decir que
f(V) C U. Por tanto, f es continua. v

Para un espacio X, consideremos el conjunto R(X) = {A C X : A = clx(intx(A))}.
Este conjunto R(X) es el algebra booleana de cerrados regulares de X.

Ahora definamos S como el conjunto {p C R(X) : p es un ultrafiltro en R(X)} y A(4) =
{p € §: A € p}. Sesabe que § = {A(A4) : A € R(X)} es una base para una topologia
de Hausdorff en S (ver [6] Teorema 3.2.b). Al espacio S con la topologia generada por la
base 3 se le conoce como el espacio de Stone asociado a R(X).

Definicién 2.4. Sea X un espacio Hausdorff. Sea EX = {p € § : (\p # 0} con la
topologia de subespacio de S. Sea kx : EX — X, definida por kx(p) = [|p. Al par
(EX, kx) se le conoce como el absoluto de Iliadis de X.

El espacio EX es un espacio ED, cero-dimensional y kx una funcién #-continua, perfecta
e irreducible (ver Teorema 6.6.e de [6]). El siguiente teorema es importante ya que nos
dice que el par (EX, kx) de un espacio X es tinico, la prueba se puede consultar en (]6,
pag. 463]).

Teorema 2.5. Sean X un espacio y (Y, f) tal que Y es un espacio ED cero-dimensional
y f:Y = X es una funcion 0-continua, perfecta e irreducible. Entonces existe un
homeomorfismo h : EX —Y tal que foh=kx.

Del teorema anterior se sigue que si X, Y son dos espacios Hausdorff y si existe una
funcién f : X — Y 6-continua, perfecta e irreducible, entonces (EX, fokx) es el absoluto
de Y.

Definicion 2.6. Sea X un espacio Hausdorff. Decimos que X es H-cerrado si toda cubierta
abierta de X tiene una subfamilia finita cuya unién es densa en X.

Es conocido que si X es un espacio regular y H-cerrado, entonces X es compacto. En
efecto, sea U una cubierta abierta de X. Como X es regular, para cada U € U existe
V C X abierto tal que clx (V) C U. Sea V = {V : clx(V) C U,U € U}. Entonces V
es cubierta abierta de X. Como X es H-cerrado, entonces existen Vp,...,V,, tales que
X = dx (Ui, Vi) Esto implica que X C [J;_, Uk, es decir X es compacto. La prueba
del siguiente Teorema se puede consultar el Teorema 6.9.d en [6].

Teorema 2.7. Sea X un espacio Hausdorff. Entonces X es H-cerrado si y solo si EX
es compacto.

Recodemos que una familia M de abiertos de un espacio topoldgico X es una m-base si
para cualquier subconjunto abierto U de X existe V € M tal que V C U. Definimos el
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4 A. ZARAGOZA

m-peso de X como el minimo cardinal x tal que existe una m-base M de X con |M| =&
y lo denotamos como 7w(X) Para la demostracién del siguiente Teorema vea ([6, pag.
482]).

Teorema 2.8. Sea X un espacio sin puntos aislados y con w-peso numerable, entonces
EX es homeomorfo a E2%.

El siguiente corolario se sigue del Teorema 2.8.

Corolario 2.9. Si X es H-cerrado sin puntos aislados y con w-peso numerable, entonces
EX es homeomorfo a E2%.

3. Prueba del teorema

En esta parte del trabajo vamos a demostrar el resultado principal. Antes vamos a dar al-
gunos resultados que nos ayudaran. Dada un funcién f : X — Y definimos las siguientes
funciones inducidas por f:

1. f:CL(X)— P(Y) dada por f(K) = f(K).
2. f'=f 1 K(X).
3. fu=[1Fu(X).

Notemos que si f es cerrada, entonces f[CL(X)] € CL(Y) y si f es continua, enton-
ces f'[K(X)] € K(Y). A continuacién vamos a demostrar algunas propiedades de las
funciones definidas anteriormente.

Se sabe que para que el espacio CL(X) sea Hausdorff es necesario que X sea regular (ver
Teorema 4.9 en [5]). Supongamos que CL(X) y CL(Y") son espacios Hausdorff, entonces
por la Proposicion 2.3 una funciéon f : X — Y que es f-continua y cerrada es continua
(ver Teorema 5.10 en [5]), por tanto es f continua, asi f es f-continua.

Vamos a demostrar que la funciones (kx)' y (kx), inducidas por la funcién kx son
f-continuas, perfectas e irreducibles.

Proposicion 3.1. Sea f: X — Y una funcion 0-continua y H C K(X). Supongamos que
f'H] € K(Y), entonces g = f' | H es una funcidn 0-continua.

Demostracion. Sea K € H y U = (Uy,...,Uy) un subconjunto abierto de KC(Y) tal
que g(K) € Y. Para cualquier y € g(K), definimos la vecindad V,, = "{U; : y € U;}.
Para cada x € K, como f es f-continua, existe un subconjunto abierto W, de X tal que
v €Wy fldx(Wy)) Ccly (Vi)

Entonces {W, : € K} es una cubierta abierta de K en X. Como K es un subconjunto

compacto X, existen x1,...,x € K tales que K C Ule W,,. Para cada ¢ <m, sea y; €
FIK]NU; y sea z; € X tal que f(z;) = y;. Definimos W := (Wy,, ..., Wy, , W,y , ..., W, ),
note que K € W.

Vamos a demostrar que g(cly(W)) C cli vy (U).
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Hiperespacios de absolutos de un espacio X 5

Dado que para x € {x1,...,Tk, 21,...,2m}, se tiene que f(clx(Wy)) C cly (Via)), en-
tonces

g(Cl'H(<WCC1 P kaa Wzl, ey W2m>) = g(<ClX(W£C1)7 e ,ch(ka), CZX(Wzl)’ ey CZX(WZm)>)
CAelx (Vi) dx (Vi) elx (Viziy)s - elx Vi)

Por otro lado dado por la eleccién de los conjuntos Vi) con & € {1, .., Tk, 21, s Zm ),
se tiene que

CZIC(Y)(<Vf(:E1)7 ey Vf(Ik)7 Vf(z1)7 ey Vf(zm)>) C Cl;c(y)((Ul, ey Um>)

Esto prueba lo que queriamos. Por lo tanto g es 6-continua.
]

Si f y g son como en la proposicién anterior y g es f-continua, entonces g | Fi(X) es
f-continua, esto implica que f es #-continua. El siguiente Corolario es inmediato de la
proposicién anterior, dado que la restriccién de una funcién f-continua es #-continua.

Corolario 3.2. Si f : X — Y es una funcion 6-continua, entonces para cada n € N la
funcion f, es 0-continua.

De los resultados anteriores tenemos que en general (kx), es f-continua y (kx)' es
f-continua si (kx)'[K(X)] € K(Y). A continuacién vamos a demostrar que si f es irre-
ducible, entonces las funciones inducidas son irreducibles.

Lema 3.3. Sea f: X — Y es una funcion irreducible. Entonces se cumple lo siguiente:

1. f:CL(X) = CL(Y), para cada subconjunto cerrado de propio de A de CL(X) se
cumple que f(A) # CL(Y).

2. f'IK(X)] € K(Y), para cada subconjunto cerrado de propio de A de K(X) se cumple
que f'(A) # K(Y).

3. fn para cada subconjunto cerrado de propio de A de F,,(X) se cumple que f,(A) #
FulY).

fof fa

Demostracion. Vamos a demostrar 1, los otros incisos se prueban de manera andloga. 1.
Veamos que f es irreducible. Sea C un subconjunto cerrado propio de CL(X). Entonces
CL(X) \ C es un subconjunto abierto no vacio. Sea U = (U; ...,U,,) un subconjunto
abierto canénico no vacié tal que U C CL(X)\C. Afirmamos que para cada k € {1,...,m}
existe yp € Y tal que f~!(yx) C Uk. Supongamos lo contrario, es decir que existe
k € {1,...,m} tal que para toda y € Y sucede que f~!(y) € Uy. Esto implica que
Y y) N (X \ Uy) # 0 para cada y € Y. Se sigue que f(X \ Uy) =Y, lo cual contradice
el hecho de que f sea irreducible. Por tanto para cada k € {1,...,m} existe y; € Y tal
que f~Y(yr) C Ug. Sea B = {y1,...,ym}, y para k < m sea x € f~'(yx), entonces
{x1,...,xm} €Uy f{z1,...,2m}) = B K(Y)\ f(C). Asi, f es irreducible. e
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6 A. ZARAGOZA

Si las funciones f, f’, y fn son cerradas, entonces Lema anterior se tiene que f, f', y fn
son irreducibles. El siguiente resultado nos da condiciones para que una funcién f sea
irreducible cuando sus funciones inducidas son irreducibles.

Lema 3.4. Sea f: X — Y es una funcion. Entonces se cumple lo siguiente:

1. 8i f: CL(X) = CL(Y) es irreducible y f es continua, entonces f es irreducible.

2. Si f'IK(X)] C K(Y), y f' es irreducible, perfecta y continua, entonces f es irredu-
cible.

3. Si fn es irreducible, entonces f es irreducible.

Demostracion. Vamos a demostrar 1, los otros incisos se prueban de manera andloga.
Supongamos que f es irreducible y que f no es irreducible. Entonces existe un subcon-
junto cerrado propio A de X tal que f(A) = Y. Dado que f es continua se tiene que

fICL(A)] = CL(Y). Lo cual es una contradiccién. M4

Ahora vamos a demostrar que si f es perfecta, entonces las funciones f’ y f, son perfectas.
Para evitar la condicién f'[IC(X)] € K(Y), en este caso vamos a considerar espacios
Tychonoff.

Lema 3.5. Sean X, Y dos espacios Tychonoff y sea f: X — Y wuna funcion continua.
Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. f es una funcion perfecta.
2. [’ es una funcién perfecta.

3. fn es una funcion perfecta.

Demostracion. 1 — 2. Supongamos que f es una funcién perfecta, entonces f’ es perfecta.
Como f es una funcién continua y X, Y son espacios Tychonoff, entonces existe una fun-
cién continua F' : X — Y que extiende a f. Como X y SY son compactos, entonces
K(8X)y K(B8Y) son compactos (ver Teorema 4.2 en [5]). Entonces F : K(8X) — K(8Y)
es una funcién perfecta y continua. Notemos que K(Y) es un subespacio de K(8Y"). En-
tonces F' | (F)~LH(K(Y)) : (F))"YK(Y)) — K(Y) es una funcién perfecta. Como f
es perfecta, se tiene que F(BX \ X) C SY \'Y (ver [2, pag. 186]). Esto implica que
(F")y"H(K(Y)) = K(X). Por lo tanto F’ | (F")"YK(Y)) = f'. Asi, f' es una funcién
perfecta.

2— 3. Por 2 se tiene que [’ : K(X) — K(Y) es perfecta. Como F,(X) es cerrado en
K(X), entonces f, = f' | Fp(X) : Fa(X) = f/(Fu(X)) es perfecta. No es dificil ver
que f(Fn(X)) = F,(Y). 3— 1. Supongamos que f, es una funcién perfecta. Dado que
F1(X) es un subconjunto cerrado de (X)), entonces f' | F1(X) es perfecta. Esto implica
que f es perfecta. ]

Note que es necesario pedir en el Lema 3.5 que f sea continua, ya que si solo pedimos
que la funcién fuera -continua, la funciéon inducida en general no estaria bien definida,
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va que la imagen 6-continua de un compacto no necesariamente es compacto. Respecto
a esto tenemos la siguiente pregunta:

Sea f : X — Y una funciéon f-continua que manda compactos en compactos. ;Es f
continua?.

Con los resultados anteriores ya estamos listos para demostrar el resultado principal.
Pero antes vamos a analizar de algunas relaciones que hay entre EX y ECL(X).

Teorema 3.6. Sea f: X — Y una funcion perfecta. Entonces existe C C X cerrado tal
que f(C) =Y y f | C es irreducible.

Utilizaremos el Teorema anterior para demostrar el siguiente resultado. La prueba del
Teorema anterior consultar el Teorema 6.5.c de [6].

Proposicion 3.7. Sea X un espacio. Si F1(X) C H C CL(X) y H es regular, entonces
existe un subconjunto cerrado C' de EH tal que EC es homeomorfo a EX.

Demostracion. Como H es regular, por la Proposicién 2.3 tenemos que kyx es continua.
Por tanto f = ky | ki (F1(X)) @ ki (Fi(X)) — Fi(X) es continua perfecta y sobre-
yectiva. Por el Teorema 3.6, existe un subconjunto cerrado C de kj;' (F1(X)), tal que
g = f | C es irreducible. Entonces go ko : EC' — F1(X) es continua, perfecta e irreduci-
ble. Por el Teorema 2.5, tenemos que FC' es homeomorfo a EX. Note que C es cerrado
en EH ya que k3" (Fi(X)) es cerrado en EH. v

El siguiente corolario sigue de la proposicién anterior.

Corolario 3.8. Sea X un espacio.

1. Si X normal existe un subconjunto cerrado C de ECL(X) tal que EC es homeo-
morfo a EX.

2. Si X es Tychonoff, existe un subconjunto cerrado C de EK(X) tal que EC es
homeomorfo a EX.

3. Si X es Tychonoff, para cada n € N eziste un subconjunto cerrado C de EF, (X)
tal que EC' es homeomorfo a EX.

En los siguientes resultados daremos condiciones para que ECL(X) y EX sean homeo-
morfos. Pero antes enunciaremos el siguiente lema que sera de utilidad.

Lema 3.9 ([1]). Sea X un espacio topoldgico, entonces mw(X) = nw(CL(X)).

Proposicion 3.10. Sea X un espacio topolégico compacto, sin puntos aislados y con
7w(X) = w. Entonces ECL(X) y EX son homeomorfos.

Demostracion. Por el Lema 3.9, tenemos que CL(X) tiene m-peso numerable. Como X
es compacto, entonces CL(X) es compacto (ver Teorema 4.2 en [5]). Asi, para ver que
ECL(X) es homeomorfo a EX basta demostrar que CL(X) no tiene puntos aislados
y por el Corolario 2.9 terminariamos. Veamos que CL(X) no tiene puntos aislados. Sea
K eCL(X)y (Uy,...,U,) un subconjunto abierto de CL(X) que contiene a K. Entonces
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8 A. ZARAGOZA

K NUy # ) para todo k < n. Sea z € K NUyg. Entonces xy € Uy, para todo k < n. Dado
que X no tiene puntos aislados, existe y; € Uy tal que yr # xi. Sea F = {y1,...,yn},
entonces F # Ky F € (Uy,...,U,). Esto prueba que CL(X) no tiene puntos aislados.

Un hecho conocido acerca de la normalidad en CL(X) es el siguiente teorema:

Teorema 3.11 ([7, Velicko]). Sea X un espacio Tychonoff. Entonces X es compacto si y
solo si CL(X) es normal.

Usando este teorema podemos demostrar el siguiente resultado.

Corolario 3.12. Sea X un espacio normal. Si ECL(X) y EX son homeomorfos, entonces
X es compacto.

Demostracion. Como X es normal, entonces CL(X) es regular, por la Proposicién 2.3
tenemos que las funciones kep(x) y kx son continuas y perfectas. Por tanto EX es
normal. Asi;, ECL(X) es normal, ya que EX y ECL(X) son homeomorfos. Esto implica
que ECL(X) es normal. Como kep(x) es continua y cerrada, se sigue que CL(X) es
normal, por el Teorema 3.11 X es compacto. %]

De los Corolarios 3.10 y 3.12 se tiene el siguiente resultado.

Corolario 3.13. Sea X un espacio normal sin puntos aislados con mw(X) = w. Entonces
X es compacto si y solo si ECL(X) y EX son homeomorfos.

Ahora demostraremos el teorema principal de este trabajo y analizaremos algunas de sus
consecuencias.

Demostracién del Teorema 1.1

Demostracion. Sea X un espacio Tychonoff, entonces kx : FX — X es una funcién
continua, perfecta e irreducible. Por los Lemas 3.4 y3.5, (kx) : K(EX) — K(X) es
continua, perfecta e irreducible. Ademéas kx(px) : EK(EX) — K(EX) es continua,
perfecta e irreducible. Entonces (kx)' o kx(px) : EK(EX) — K(X) es continua, perfecta
e irreducible. Por el Teorema 2.5, EX(X) es homeomorfo a EX(EX). v

El siguiente resultado es andlogo al Corolario 3.12.

Proposicion 3.14. Sea X un espacio Hausdorff y H-cerrado. Si EX(X) es homeomorfo
a EX, entonces X es compacto.

Demostracion. Por el Teorema 2.7, EX es compacto. Asi EX(X) es compacto, de esto
resulta que K(X) es H-cerrado. Esto implica que K(X) = CL(X) ya que K(X) es denso
y cerrado en CL(X). Se sigue que X es compacto. %

Del Teorema 1.1 se tiene el siguiente resultado.

Corolario 3.15. Sea X wun espacio compacto, entonces ECL(X) es homeomorfo a
ECL(EX).
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Por tltimo analizaremos la relacién que hay entre EF,(X) y Fn(EX).

Proposicion 3.16. Sea X un espacio Hausdorff, y n € N. Entonces los siguientes enun-
ciados se cumplen.

1. 8i X no tiene puntos aislados, entonces F,(X) no tiene puntos aislados.
2. Si X es H-cerrado, entonces Fp(X) es H-cerrado.
3. mw(Fp(X)) = mw(X).

Demostracion. (1) Como X no tiene puntos aislados, entonces X™ no tiene puntos aisla-
dos. Consideremos la funcién f, : X™ — F,(X) dada por f(z1,...,2,) = {x1,...,2n}.
Sea y € F,,(X) y U un subconjunto abierto en F(X) tal que y € U. Como f, es continua,
entonces f, }(U) es un subconjunto abierto en X™. Como X" no tiene puntos aislados,
entonces f,,1(U) es infinito. Ademas f,,*(y) es finita, entonces existe z € f,, 1 (U) tal que
z & f(y). Note que fn(2) € U y que fn(z) # y. Por tanto F,(X) no tiene puntos
aislados.

(2) Se sigue del hecho de que X™ es H-cerrado y que f : X" — F,(X) dada por
fz1,...,xn) = {x1,..., 25} es continua y sobreyectiva ver ([6, pag. 302]).

(3) La demostracién es similar a la del Lema 3.9.
4

Corolario 3.17. Sea X un espacio Hausdorff tal que X es H-cerrado sin puntos aislados
y con m-peso numerable. Entonces EX es homeomorfo a EF,(X) para todo n € N.

Demostracion. Por la Proposicion 3.16 y del Corolario 2.9, se tiene el resultado. %]

Corolario 3.18. Sea X un espacio Hausdorff tal que X es H-cerrado sin puntos aislados
y con w-peso numerable. Sin,m € N, entonces EF,,(X) es homeomorfo a EF,(X).

Demostracion. Es inmediato del Corolario 3.17. v

Proposicion 3.19. Sea X un espacio Hausdorff y n € N. Entonces existe un subconjunto
cerrado C de X™ tal que EC' es homeomorfo a EF,(X).

Demostracion. Sea f: X" — F,(X) dada por f(x1,...,2,) = {x1,...,2,}. Entonces
f es continua y perfecta. Por el Teorema 3.6, existe un subconjunto cerrado C' de X"
tal que g = f | C : C — F,(X) es continua perfecta e irreducible. Entonces g o k¢ es
una funcién 6-continua irreducible y perfecta. Por la Proposicion 3.6, se tiene que EC es
homeomorfo a EF, (X). v

Teorema 3.20. Sea X un espacio Tychonoff y sea n € N, entonces EF,(X) es homeo-
morfo a EF,(EX).

Demostracion. La demostracién es analoga a la del Teorema 1.1. v
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