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Resumen

Casi todos los huesos del cuerpo se forman a partir de soportes cartilaginosos
en los que se produce un crecimiento del mismo combinado con un proceso
de osificacion que se extiende desde el centro del hueso hasta sus extremos,
en un proceso denominado osificacion endocondral. En este periodo de la
morfogénesis del tejido dseo los principales factores que controlan el proceso
son bioquimicos, siendo la influencia mecanica mucho menor. En este trabajo
se presenta un modelo que permite simular este proceso de crecimiento y
osificacion del hueso prenatal controlado fundamentalmente por un bucle
interactivo inhibidor-activador, en el que se han identificado la hormona
paratiroidea (PTHrP) y el Indian Hedgehog (Ihh), mediante la utilizacion
de ecuaciones de reaccion-difusion. La utilizacion de estas ecuaciones en
combinacion con la simulacion del proceso proliferativo y de crecimiento de
las células de cartilago (condrocitos) permiten simular con bastante exactitud
el proceso de crecimiento de un hueso largo, prediciendo incluso la aparicion
de los centros secundarios de osificacion en la epifisis.

---------- Palabras clave: Osificacion, hueso. simulacién computacional,
proceso de crecimiento

Abstract

Some bones of the body are constituted by cartilaginous supports in which
growth is produced both with the ossification process that extends from the
center of the bone towards its borders in a process so called endochondral
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ossification. In this period of bone tissue morphogenesis the factors controlling
the process are mainly biochemical, and the mechanical influence is much
lower. This paper presents a simulation model using reaction-diffusion
equations for the growth and ossification process in the prenatal bone. It is
primarily controlled by an interactive inhibitor-activator loop associated with
the parathyroid hormone (PTHrP) and the Indian Hedgehog (Ihh). These
equations in combination with the simulation of the proliferative process and
the cartilage cell growth (chondrogenesis) lead to a quite accurate simulation
of the growth process of a long bone, even predicting the development of
secondary ossification centers in the epiphysis.

---------- Keywords: Ossification, bone, computer simulation, growth
process.
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Introduccion

El desarrollo inicial prenatal de un hueso lar-
go se produce como consecuencia de la proli-
feracion y crecimiento (hipertrofia) de un tipo
celular denominado condrocito. Estos procesos
celulares a los que estan sometidos los con-
drocitos durante el crecimiento Oseo inicial
se encuentran regulados por diversos factores
bioquimicos y receptores que de alguna mane-
ra determinan el desarrollo del hueso. En es-
pecial, la hormona paratiroidea (PTHrP) y el
Indian Hedgehog (Ihh) entre muchas otras [1
-4] se cree que controlan fundamentalmente
este desarrollo inicial del hueso, configurando
un bucle de interaccion activador-inhibidor [4
-7]. Siguiendo esta hipotesis de partida, en este
trabajo se pretende desarrollar un modelo ma-
tematico que permita simular el desarrollo pre-
natal de un hueso largo justo hasta la aparicion
de los centros de osificacion secundarios. Esto
corresponderia aproximadamente al proceso de
morfogénesis de un hueso desde la 9* semana
de la gestacion hasta la 32%. Para conseguir este
objetivo se ha decidido, por simplicidad, redu-
cir el modelo completo de la morfogénesis dsea
a dos modelos mas sencillos que utilizan la
misma aproximacion, pero analizan fases dife-
rentes del proceso global de desarrollo. De esta
forma, en la seccion 2 de este trabajo, se pre-
senta un primer modelo que corresponde con la
fase inicial de la morfogénesis dsea, en la cual
se produce el crecimiento inicial del hueso asi
como la osificacion endocondral en la diafisis
del mismo (centro de osificacion primaria). Por
otro lado, en la seccion 3, utilizando la misma
formulacion, se presenta un modelo que permi-
te explicar la aparicion de los centros secunda-
rios de osificacion en la diafisis del hueso largo,
una vez que el frente de osificacién primaria ha
llegado ya a las proximidades de esta diafisis.
Finalmente, en la seccidn 4, se realiza una va-
loracion de las conclusiones mas importantes
obtenidas del desarrollo de esta formulacion,
asi como las hipotesis fundamentales y su im-
plicacion en cada uno de los modelos.
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Simulacioén del desarrollo inicial de un
hueso largo

El crecimiento del hueso se inicia con la proli-
feracion e hipertrofia de las células del cartilago
hialino, denominadas condorcitos. Siguiendo las
hipotesis experimentales descritas por diferentes
autores [7-10] se propone en este trabajo un mo-
delo computacional de osificacion endocondral
que se resume graficamente en la figura 1. En ¢l
se explora la hipotesis de que la osificacion endo-
condral es controlada por un proceso hormonal de
reaccion-difusion existente entre el Thh y PTHrP.
De esta forma se distinguen dos procesos invo-
lucrados en el crecimiento que interactiian conti-
nuamente: el proceso hormonal o molecular y el
proceso celular. El proceso molecular se produce
en cada condrocito prehipertrofo y tiene en cuen-
ta el bucle PTHrP-Ihh, de tal forma que en pre-
sencia de PTHrP el condrocito consume (inhibe)
Ihh (linea discontinua) y en presencia de Ihh el
condrocito produce (activa) PTHrP (linea conti-
nua). Ademas, estos factores moleculares regulan
la evolucion de las poblaciones celulares, a modo
de senales bioldgicas, de manera que donde exis-
te PTHrP e Ihh se promueve la proliferacion de
condrocitos (mostrado como linea continua des-
de el PTHrP e Ihh hacia las células proliferativas
(PC)) y donde existe PTHrP se retrasa la hipertro-
fia (linea discontinua desde PTHrP a células hi-
pertroficas (HC)). Ademas, en la situacion inicial,
se supone que el cartilago esta fundamentalmente
compuesto por células proliferativas [11], y que
existe una concentracion inicial de PTHrP en la
epifisis debida a la produccion de este factor por
las células pericondriales.

Se considera en este trabajo que el crecimiento
del tejido y su cambio de forma y tamafio es con-
secuencia del proceso de proliferacion (hiperpla-
sia) y del aumento de tamafio de las células en su
etapa hipertrofica [7 - 10]. El cambio de forma se
debe a las diferencias de crecimiento intrinsecas
a los procesos de proliferacion e hipertrofia y a
su diferente ubicacion espacial, de modo que la
proliferacion o mitosis celular es un proceso que
ocurre fundamentalmente en la diafisis y con-
siste en la produccion de mas condrocitos como



consecuencia de su division celular. Durante este
proceso se constituye la formacién columnar de
células apiladas, produciéndose un crecimiento
principalmente isétropo. Por otro lado, el proce-
so de hipertrofia celular consiste en el incremento
de tamafio de forma anisétropa de cada una de
las células apiladas que constituye la formacion
columnar, implicando por lo tanto un crecimiento
claramente anisétropo. Este proceso se produce
justamente debajo de la placa de crecimiento.

La figura 1 muestra la relacion existente entre el
proceso molecular y el celular. Las lineas curva-
das indican diferenciacion. Las lineas continuas
indican produccion (activacion) y las disconti-
nuas el consumo (inhibicion).

CELL

MOLECULAR PROCESS

Figura 1 Proceso de control del bucle PTHrP - Ihh
. PC: Condrocitos proliferativos, HC: Condrocitos
hipertréficos, PTHrP: Hormona paratiroidea péptida
relacionada, lhh: Indian Hedgehog

Descripcién del modelo matematico

Las principales variables internas usadas en el
modelo son la concentracion celular (c,) y la con-
centracion de cada factor molecular (S]_), donde i
indica el tipo de célula y j es el tipo de molécula
a analizar. Se distingue entre las siguientes etapas
del proceso celular: condrocitos proliferativos,
que incluyen a los pre-hipertroficos y mitoticos
(C,p), y los completamente hipertroficos (C,,. ).
En el caso de los factores moleculares se distin-
gue entre la concentracion de PTHrP (Sprur) €
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Thh (Sm4). En las siguientes secciones se definen
las variaciones temporales de cada una de las va-
riables enunciadas durante cada evento de la osi-
ficacion endocondral: el sistema de control mole-
cular, la dindmica poblacional de los condrocitos
y el crecimiento del hueso.

Sistema de control molecular

El balance de los factores hormonales, Thh y
PTHrP se describe mediante la siguiente ecua-
cion:

0s . (x,t
M+div(sjv)=bj+div(DjVsj) (1)

Donde v es la velocidad de crecimiento local del
hueso, b, (x,t) es la produccion neta externa de la
J-€sima sustancia por reaccion o inhibiciény D,
es el coeficiente de difusion. Como hipotesis de
trabajo inicial se supone que la difusion sigue la
ley de Fick [12, 13]. Se considera ademas que el
PTHrP e Ihh son sintetizados por los condrocitos
proliferativos [5], por tanto, dependen de su nivel
de concentracion y del nivel de concentracion de
cada uno de estos factores moleculares. El térmi-
no fuente (o reactivo) se supone viene dado por:

bPTHrP (x: t) =Che ((xl —PSeme T ’Yoszzvrmpsmh ) (23)

by, (X,0) = € (00, =V S 7S 1) (2b)
Donde 1 y 2 son términos fuente constantes, 1 es
una constante que cuantifica la tasa de degradacion
de PTHrP, y 0 es la constante de reaccion que in-
dica el control no lineal existente en el interior de
la célula por la presencia de los dos factores. Cabe
resaltar que todas las constantes anteriores se po-
drian también consider funciones de las concentra-
ciones moleculares de otros factores adicionales,
tales como BMP (Bone morphogenetic proteins),
FGF, RUNX21 y otras [5, 7]. No obstante, esto
no se ha considerado en este primer trabajo. Las
anteriores ecuaciones son similares a las descritas
por Schnakenberg [14, 15, 16], las cuales se han
utilizado ampliamente en sistemas bioldgicos.
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Dinamica de condrocitos

Proliferacion

Durante el desarrollo endocondral, los condro-
citos exhiben una clara proliferacion direccio-
nal como se puede observar en la figura [11], en
donde se muestra la distribucion anisotropica de
las células mitoticas en esta zona. Como una pri-
mera aproximacion se supone que la distribucion
puede ser descrita como un tensor estructural de
segundo orden, dado por:

Roe =32+ (re —Dn®n)  (3)

Fpc

Obsérvese que c,. =det(R,.) y r,. es la relacion
existente entre el nimero de células en la direc-
cion de mitosis preferencial n y cualquier direc-
cion ortogonal a la misma.

La derivada temporal de la direccion preferencial
n se establece en términos del gradiente de los
factores moleculares como:

I (wcn) @
con w: at
W = bllvsPTHrF - bIZVS Ihh (5)

Donde b,, y b, son constantes que cuantifican la
influencia del gradiente de cada uno de los facto-
res moleculares, PTHrP e Ihh, sobre la formacion
columnar de los condrocitos.

Ademds, se conoce que los condrocitos apenas
migran, por lo cual su Uinico movimiento se da
por el crecimiento del entorno local donde se
encuentra. Por tanto, la concentracion celular de
células proliferativas viene dada por la siguiente
expresion:

% +div(c,.V)=

(6)

fPROLIFERAC’OJV (CPC 4 slhh’ SPT”VP) - .]ZIPERTR()F[A(CPC 4 slhh’ SPT”VP)

Donde, v es la velocidad local de crecimiento
del hueso, Jovourerscov es la funcién de prolifera-
cion que depende de la concentracion de PTHrP
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e Thh y la concentracion de células proliferativas,
y Siperrrona es la funcién de hipertrofia que tiene
en cuenta la evolucion de los condrocitos desde
la etapa proliferativa hasta la completamente hi-
pertrofiada.

fPROLIFERAC[O’N se considera similar a la ley de Ludw1g
[17], lo cual se puede escribir como:

P18 8 prip)
fPR()LIFERACION = Cm [ao P, (S Ihh® SI’TH:'P)[I — e (7)

ol

Donde a, es la frecuencia de mitosis, p, es un
parametro adimensional que representa la capa-
cidad limite para proliferar y p, es un factor de
activacion relacionado con el nivel de concentra-
cion de los factores moleculares presentes en el
tejido:

pl (Slhh ’ SPTH/*P) = alsPTHrP + aZSIhh (8)

Donde a, y a, son constantes que cuantifican la
influencia del PTHrP e Ihh sobre la proliferacion,
respectivamente.

Ademds, Supsmorn viene dada por:

lePERTROFIA = Cpc f # (9)

SPTHV'P + d
Donde f'es la frecuencia de diferenciacion de célu-
las proliferativas a hipertroficas, d” /(s  +d")
es una funcidén que define la concentracion a la
cual se produce la hipertrofia (definida por el va-
lor umbral d), en términos de la concentracion de

PTHrP y de la constate n.

Por otro lado, el factor de proliferacion preferen-
cial (que cuantifica la formaciéon columnar) es
similar a la ley anterior, pero se considera que el
término proliferativo (o de aparicion de colum-
nas) depende del gradiente de PTHrP e Ihh:

or,.

ot din(r, ) =

(10)

gFORM-’ICI(jN(SIhh ’ SPTHrP) - gHIPERTROFH (slhh > SPTHrP)

Donde & rormsciov cuantifica la formacion columnar
debido al gradiente de cada molécula presente y



8urermroru representa el nivel de transformacion de
las células columnares desde la etapa proliferati-
va a la hipertrofica.

& rormacion se supone definido mediante:

pl (s Ihh > SPTHr-P)
gF(JRMACI(jN = bO pz (s Thh > SPTIIr-P) 1 -

(11)

02

Donde, b, es una constante, P« es un término adi-
mensional que representa la capacidad de carga 'y
p, es un factor de activacion relacionado con el
gradiente de los factores moleculares en el tejido
dado por:

pZ (Slhli ’ SPTHrP) = bl VSPTHJ'P + bZ Vslhh (12)

con b, y b, constantes que cuantifican la influen-
cia de cada uno de los factores moleculares sobre
la formacion columnar.

8 wrmmor €8 similar a la ecuacion (9), donde:

s (13)

shooo+d"

PTHrP

gHIPER TROFIA

Hipertrofia

Los condrocitos proliferativos sufren apoptosis
antes de que el cartilago sea reemplazado por
hueso. Durante este proceso de apoptosis, las cé-
lulas incrementan su tamafio y cambian su forma
desde la forma cuasi ovoide de la célula proli-
ferativa a la forma esférica de los hipertroficos
[11]. Por tanto, esto también implica un cambio
en la concentracion de este tipo de células. Para
cuantificar esto de nuevo se utiliza un tensor de
segundo orden definido como:

R, =< (+(r,. ~)n®n) (14)

HC

HC

Donde € es la concentracion de células hiper-
troficas y “ue es la relacion existente entre el nu-
mero de células en la direccion de crecimiento
preferencial n y cualquier direccion ortogonal a
la misma. De forma similar al tensor RP(?, la evo-
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lucion temporal del tensor R se evaliia a través
del cambio temporal de los escalares Cuc y e y de
la direccidn de crecimiento n. Asi, se supone que
la concentracidon de células en etapa hipertrofica
viene dada por la ley:

aCII( d”

? + diV(CH(,V) =c, [f ”7# ] = JJI‘-III’ERTROHA(CP(' s SFTH!F) ( 1 5)

PTHrP

que se corresponde con la ecuacion (9).

Mientras, la evolucidon del factor de diferencia-
cion preferencial se define como:

n

or,, d
e +div(ir, V) =r — = VoS primm
o ( HC ) p{f " wd gHIPERTR()FIA( pC ) (16)

PTHrP

que se corresponde con la ecuacion (13).
modelo de crecimiento de hueso

Se supone que el crecimiento del hueso se debe
a la proliferacion e hipertrofia celular durante la
osificacion endocondral [5, 7, 9, 18, 19], lo que se
puede escribir como:

dCRECIMIENiD (x’ RPC , R

PROLIFERACION
(xR

Leot)=d
t) + dH[PERTROF[CO(x,RHC’t)

(17)

PC?

donde dPR()L[I-'L"RACI()N y dH[PERTROF[CO Son los tensores de
velocidad de deformacion debida a proliferacion
y a hipertrofia, respectivamente.

crecimiento por proliferacion

Por comodidad, se escribe la ecuacion (10) en co-
ordenadas materiales, obteniéndose:

D
%+cm,div(v) =c |apli-Lo|| 9
t

ol

Se considera que en la zona proliferativa el cre-
cimiento se debe a la proliferacion celular man-
teniéndose una concentracion de saturacion
Cpe = Cosaruraciov, es decir, al alcanzarse este valor,
las células pueden seguir proliferando a expensas
de un incremento de volumen para mantener una

concentracion celular constante (Dc,. / Dt=0).
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Por lo tanto, cuando € = €yesarvricion, el proceso de

crecimiento por proliferacion viene dado por:

tr(dPROLIFERACI(jN): le(V)Z aopl( _ﬂ] (19)

ol

crecimiento por hipertrofia

Por otra parte, el crecimiento por hipertrofia se
debe a que, como se ha comentado anteriormente,
las células prehipertroficas o proliferativas apila-
das en las columnas de condrocitos presentan en
esta fase una forme ovoidal creciendo hacia una
forma principalmente esférica [11], por lo que el
crecimiento se produce fundamentalmente en la
direccion preferencial de crecimiento de colum-
nas n:

dHIPERTROFICO(x R l) —

s*YHue o

! ((R(Z)—ljn ®n) n'R,nzd (20)

t s

ALARGAMIENTO
otro caso

donde 2s [11] es la distancia entre vértices del eje
menor de la elipse (que representa a la célula) an-
tes de alcanzar la hipertrofia, 2R(?) es la distancia
entre vértices del eje menor de la elipse (célula)
que se encuentra en crecimiento, d, es la menor
concentracion lineal (células/mm) de condrocitos
hipertréficos en la direccion de crecimiento celu-
lar, t aLarcaviento €8 €l tiernpo de maduracion que re-
presenta el tiempo requerido para que un condro-
cito proliferativo progrese a uno completamente
hipertrofiado, R(¢) es la funciéon de crecimiento
que se define:

R@y=s+—2=5 (21)

ALARGAMIENTO
implementacion numérica

Se ha utilizado el método de los elementos finitos,
en concreto el programa comercial ABAQUS,
para solucionar las ecuaciones antes descritas.
Suponiendo simetria rotacional sin flujo en la di-
reccion circunferencial y simetria alrededor del
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centro del hueso, se simula un cuarto del cartila-
go hialino. Las dimensiones del modelo se obtu-
vieron de datos experimentales correspondientes
a la forma y tamafio de un fémur fetal [20-23].
El diametro de la diafisis es de 9,6 mm y la lon-
gitud de 16 mm [21]. El conjunto de ecuaciones
presentado anteriormente corresponde a un sis-
tema acoplado, donde los factores moleculares
se analizan de forma similar a las ecuaciones de
reaccion difusion [14] con inestabilidad de Tu-
ring, y las ecuaciones de proliferacion e hiper-
trofia corresponden a ecuaciones de poblacion.
Para obtener informacion de los parametros y el
comportamiento de la solucidon (bifurcaciones)
del sistema molecular acoplado (PTHrP-lhh) se
realiza un andlisis de estabilidad cerca al estado
estable del conjunto de ecuaciones de reaccion
difusion (para mas detalles véase por ejemplo la
referencia [14]).

Resultados

Como el sistema reaccion-difusion entre PTHrP
e Thh ocurre Gnicamente en la epifisis, solo se
muestran los resultados de las concentraciones
moleculares en la cabeza femoral, donde PTHrP
se expresa inicialmente en el pericondrio articular
(ver figura 2A) e Thh se expresa en el centro del
cartilago hialino (ver figura 2B). En este proceso,
estos factores moleculares difunden a través del
hueso, donde Thh alcanza su maximo valor en la
zona distal y PTHrP en la proximal. Tanto PTHrP
como Ihh se encuentran presentes en toda la epi-
fisis alcanzando un equilibrio estable frente a los
cambios de tamafio y forma del hueso.

En la figura 3A se observa la concentracion de
condrocitos proliferativos. Ademads, se muestra la
relacion 7rc (figura 3B) que mide el nimero de con-
drocitos proliferativos en la direccion preferencial
z sobre la direccidn 7; en otras palabras, se muestra
la formacion columnar de condrocitos en el hueso.
Con estos valores se puede evaluar el tensor R
(ver figuras 4A y 4B, respectivamente). Se obser-
va que en la zona columnar, existe una mezcla de
células proliferativas e hipertroficas, por lo cual se
considera una zona prehipertrofica [10].
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Figura 2 A) Concentracion de PTHrP y B) concentracion de lhh. a) t=56 dias; b) =63 dias; c) t=70 dias; d) t=210
dias (dias de gestacién)
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Figura 3 A) Concentracion de condorcitos y B) 7»ca) t=56 dias; b) t=96 dias; c) =136 dias; d)t=176 dias; e)t=210
dias (dias de gestacién)

RPC” (cells/mm) RPC” (cells/mm)

a) b) c) d) e) a c)
A) B)

Figura 4 A) Componente R, y B) componente R a) t=56 dias; b)t=63 dias; c) t=70 dias; d)t=130 dias;
e)t=210 dias (dias de gestacion)
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Las células hipertroficas (Figura 5A) aparecen
en la parte media del hueso. Los condrocitos
se convierten en células hipertroficas cuando el
nivel de concentracion de PTHrP es mas bajo
que un valor umbral. En ese momento, las célu-
las hipertrofian en el centro del cartilago hiali-
no, donde el PTHrP es bajo. En la figura 5B se
muestra la formacion columnar de estas células
hipertrofiadas, obteniéndose un maximo de ’uc

C, e (cells/mm’) { 7

65000 ‘
60000

55000

50000

45000

40000

35000

30000

25000

20000

15000

10000 [

_ull

a) b) ) d) e)

en el frente de hipertrofia, Las figuras 6A y 6B
muestran el valor del numero de células por mm.
Se observa la anisotropia en la zona columnar,
siendo mayor la concentracion lineal de células
en la direccion axial del hueso, mientras en la
zona totalmente hipertrofica se observa una dis-
tribucién isotropa que se debe al crecimiento de
las células hasta alcanzar una forma, aproxima-
damente, esférica.

rHC
‘ ~
18 e ¥

a) b) c) d) e)

Figura 5 A) Concentracion de condrocitos hipertroficos y B) Factor adimensional a) t=56 dias; b) t=63 dias; c)

t=70 dias; d) t=130 dias; e) t=210 dias (dias de gestacion)
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Figura 6 A) Componente R ,c.i y B) componente R, a) t=56 dias; b) t=63 dias; c) t=70 dias; d) t=130 dias; €)

t=210 dias (dias de gestacion)
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Se observa que durante la etapa de crecimiento
la elongacion de las células desde la prolifera-
cion hasta la hipertrofia genera el crecimiento del
hueso, como se ve en el cambio de concentracion
lineal de células (ver figuras 6A 'y 6B). La prolife-
racion en la direccion radial en la epifisis causa el
crecimiento en diametro de la cabeza femoral.

Discusioén y conclusiones

El principal objetivo de este trabajo ha sido el de-
sarrollo de un modelo de elementos finitos para
simular el crecimiento prenatal y la formacion
de la epifisis en un hueso largo durante el perio-
do embrionario (9a a 32ava semana de gestacion),
cuando el control molecular hormonal central, au-
tocrino y paracrino son fundamentales. Las simu-
laciones numéricas realizadas se comparan bien
con los diferentes datos experimentales existentes.
De esta forma, el modelo es capaz de reproducir la
evolucion temporal de la longitud y tamaino de la
cabeza de un fémur humano con resultados clini-
cos (Figura 7). Ademas, la distribucion celular de
condrocitos proliferativos e hipertroficos es similar
a la distribucion que se presenta en los diferentes
analisis histolégicos [7, 9, 5].

N
(=)

—«— Zylan and Murshid. 2003
35 — —m— Model

—a— Zylan and Murshid. 2003
30 4 —*— Model

Longitud media y radio del fémur (mm)
)
S
I

0 T T T
0 10 20 30 40
Semanas de gestacion

Figura 7 Comparacién entre los resultados del
modelo aqui presentado y los datos experimentales
[21]

En la formulacion aqui presentada para ambos
modelos se han supuesto dos hipotesis basicas

Simulacion computacional del crecimiento de huesos largos: un modelo de osificacion endocondral

que definen el comportamiento del mismo. En
primera instancia se supone que el crecimiento
del hueso se debe a la proliferacion e hipertrofia
de los condrocitos. De hecho, existe una mayor
concentracion de células en la epifisis, lo cual
concuerda con los datos de la literatura [11].
Ademas, el crecimiento en la diafisis viene dado
principalmente por la hipertrofia celular, proceso
en el cual la célula crece de manera anisotropa, lo
que genera un crecimiento longitudinal en direc-
cion axial del hueso. Por tanto, en este trabajo se
muestra que esta hipdtesis puede explicar el cre-
cimiento prenatal inicial de un hueso largo. La se-
gunda hipotesis tiene en cuenta que el proceso se
desarrolla en el periodo gestacional, donde se su-
pone que el crecimiento es controlado fundamen-
talmente por reactantes quimicos (Ihh-PTHrP),
los cuales interactuan en un bucle regulatorio en
la epifisis Osea. Esta segunda hipotesis garantiza
una alta estabilidad de la morfogénesis 6sea du-
rante el proceso y permite justificar la aparicion
de los centros secundarios de osificacion.

Adicionalmente, es interesante resaltar que las
constantes y coeficientes de difusiéon de PTHrP
y Thh no han sido medidas experimentalmente
durante este proceso evolutivo. De hecho, el ex-
perimento computacional muestra la relacion que
han de tener los factores moleculares para que se
produzca un correcto patron en el desarrollo del
hueso.

Como todos los modelos, el que se presenta en
este estudio estd basado en numerosas simplifi-
caciones, las cuales pueden limitar las conclu-
siones obtenidas, requiriéndose una explicacion
adicional. La primera limitacion se basa en los
datos exactos de las condiciones iniciales: la dis-
tribucion celular y forma del cartilago hialino.
No obstante, hay que tener en cuenta que la dis-
tribucion inicial de los factores moleculares no
influye gracias a la alta estabilidad asegurada en
el sistema de reaccion-difusion.

En segundo lugar, el valor exacto de los parame-
tros mas importantes del modelo es desconocido.
Es asi como los valores han sido estimados para
predecir un adecuado crecimiento en tamaio y
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forma en la etapa fetal. Los parametros mas sig-
nificativos del sistema de reaccion-difusion son:
la relacion existente entre el coeficiente de difu-
sion del activador-inhibidor, el cual determina el
patron caracteristico de la placa de crecimiento,
los parametros que regulan la proliferacion y los
parametros de crecimiento de los condrocitos hi-
pertroficos.

Como tercera limitacion se puede considerar la
accion realista de los reactantes moleculares del
proceso. Aunque se considera que el sistema Ihh-
PTHrP [7] es el mas importante durante el desa-
rrollo, existen otras moléculas adicionales (p.ej.
BMP, TGF-[J, FGFs, etc.) que pueden interactuar
con las anteriores y entre si formando un sistema
altamente complejo [5], lo cual debe ser tema de
investigaciones futuras.

En cuarto lugar, hasta donde los autores tienen
conocimiento, la relacion experimental exacta en-
tre los factores moleculares y el comportamiento
celular es desconocida. En este trabajo se consi-
dera que la principal produccion de PTHrP e Thh
es determinada por la concentracion de condro-
citos proliferativos y pre-hipertroficos. Sin em-
bargo, las células hipertroficas también podrian
segregar factores moleculares que incidieran en
la aparicion del centro primario y secundario de
osificacion.

Se ha considerado como condicion inicial que el
PTHrP es generado por las células pericondriales
ubicadas en la parte articular de la epifisis, mien-
tras el Ihh es generado en el frente de osificacion
del centro primario y en el centro del hueso (en
el caso de centro primario) . Sin embargo, el tipo
de patron molecular es independiente de las con-
diciones iniciales; de hecho, los patrones de cada
uno de los modelos se dirigird a una y s6lo una
condicion de estado estable, el cual se denomina
estado atractor [17]. Esto permite concluir que el
modelo es altamente estable.

En conclusion, el modelo aqui presentado es ca-
paz de simular la morfogénesis de un hueso, en
etapa fetal, bajo el control de las sustancias mole-
culares segregadas por los condrocitos prolifera-
tivos, lo cual puede predecir la formaciéon de los
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centros primarios de osificacion. El potencial de
éste modelo es alto por lo que permite evidenciar
la evolucion temporal de la forma y tamano del
hueso, asi como la distribucion celular y molecu-
lar en un hueso largo, con resultados similares a
los presentados por [7, 11, 21]. Sin embargo, este
modelo es s6lo un primer paso en la simulacion
del crecimiento de un hueso largo. En el futuro,
sera necesario incluir la influencia del factor de
crecimiento endotelial vascularizante (VEGF),
con objeto de simular la aparicion de la cavidad
medular, y la influencia de las cargas mecanicas
para obtener la exacta forma del hueso.
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