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Resumen

El algoritmo de generacion de columnas (GC) se cita usualmente como
alternativa para la solucion de problemas de optimizacion de gran escala; este
articulo aborda la presentacion de dicho algoritmo en el contexto de la asignacion
de cupos escolares en el sistema de educacion publica del distrito de Bogota.
Se discuten algunas de las falencias evidenciadas en la puesta en practica del
algoritmo, presentando estrategias para enfrentarlas. Se ilustra ademas, la forma
como la generacion de columnas se acopla dentro del algoritmo Branch and
Price para dar solucion a problemas de mayor complejidad.

--------- Palabras clave: Algoritmo de generacién de columnas,
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Abstract

The Column Generation Algorithm (CGA) is commonly cited in the
bibliography as alternative to solve large scale optimization problems. This
article deals with the description of the GC algorithm in the context of the
student assignation to the public schools. Some of the weaknesses and
shortcomings encountered in the implementation and application to a real
problem are discussed and some strategies to sort it out are presented. This
work pointed out how the CGA could be used within a general Branch and
Price procedure to solve problems with additional constrains.

————————— Keywords: Column generation algorithm, assignment problem,
branch and price algorithm.
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Introduccion

El algoritmo de generaciéon de columnas es
reconocido en la literatura como una estrategia de
solucion para cierto tipo de problemas lineales de
gran escala. El algoritmo toma mayor relevancia
cuando se considera su aplicacion dentro de es-
trategias para la solucion de problemas enteros o
mixtos, bien sea mediante métodos exactos como
el algoritmo Branch and Price o cuando se emplea
para la construccion de heuristicas para la solucion
de dicho tipo de problemas. En este articulo se pre-
tende recoger la experiencia adquirida en torno al
algoritmo de generacion de columnas, exponiendo
su aplicacion en el marco de un problema real, pre-
sentando algunas de las estrategias empleadas para
mejorar su desempefio y sefialando algunas de las
oportunidades de investigacion que el trabajo has-
ta ahora realizado permite identificar, en relacion
tanto con el algoritmo como con la situacién prob-
lematica abordada con él.

Este articulo esta organizado de la siguiente man-
era: inicialmente se describe el contexto del prob-
lema de asignacion en el marco del cual se expon-
dra el algoritmo de generacion de columnas y se
plantea la pregunta de investigacion. Se presenta
después la formulacion matematica del modelo.
En las dos secciones siguientes, se describe el al-
goritmo de generacion de columnas y se discuten
aspectos relacionados con su implementacion. En
la siguiente seccion se discute el problema de con-
vergencia del algoritmo. Posteriormente, se ilus-
tra la forma como el algoritmo de generacion de
columnas podria acoplarse dentro de un esquema
Branch and Price para la solucion de problemas
mas complejos y considerando extra restricciones.
Por tultimo, se presentan las conclusiones y se pre-
sentan los lineamientos para trabajos futuros.

Descripcioén de la situacion
problematica
Antecedentes

El estudio del proceso de asignacion de cupos
a los estudiantes en el sistema de educacion pu-
blica de Bogota desarrollado en 2005 por Maya
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[1], pretendia identificar los modelos de apoyo al
proceso de la toma de decisiones en la asignacion
que en dicho proceso subyace. El algoritmo de
generacion de columnas se vislumbrdé como una
estrategia de solucion prometedora para el mode-
lo matematico formulado, dada su pertinencia en
la solucion de problemas de gran escala con una
estructura similar a la del problema que se pre-
tendia abordar. Sin embargo, en su implement-
acion se evidenciaron algunos de los aspectos
que son ya reconocidos en relacion con su con-
vergencia, lo cual obligo la busqueda de alterna-
tivas de solucion diferentes. Este trabajo retoma
las experiencias adquiridas al intentar emplear el
algoritmo de generacion de columnas en el marco
de la instancia de asignacion de cupos escolares,
identificando los puntos que condicionan su apli-
cacion y sefialando lineas de investigacion al re-
specto.

Descripcién del problema de asignacion
de cupos escolares

La instancia del problema que se abordo podria
describirse brevemente de la siguiente forma:

La Secretaria de educacion distrital de Bogota
(SED) define el proceso de matriculas para los
establecimientos educativos distritales. Con base
en la definicidon de este proceso, el conjunto de
estudiantes cubiertos por el sector oficial es cara-
cterizado de la siguiente forma:

A. Estudiantes Antiguos: Matriculados para el
aflo anterior en los Institutos Educativos dis-
tritales (IED), Centros Educativos Distritales
(CED), los colegios distritales en concesion
y los colegios privados en convenio.

B.  Estudiantes Nuevos: Aquellos que deseen
acceder al servicio, que no se encuentran re-
gistrados como matriculados en la base de
datos del sistema de la SED. Dentro de este
conjunto de estudiantes podrian distinguirse:

i.) Estudiantes Nuevos transicion y prime-
ro: Aspiran a ingresar al sistema educa-
tivo publico del distrito en el grado cero
(0° o transicion) y primer grado (1°). El



distrito garantizara el cupo escolar para
los estudiantes de este grupo.

ii.) Estudiantes Inscritos Contra Oferta
Educativa: Estudiantes interesados en
ingresar al sistema educativo oficial para
cualquiera de los grados o niveles ofreci-
dos. Esta poblacion se denomina inscri-
tos contra oferta educativa disponible.

Dentro de cada uno de estos conjuntos de estu-
diantes, es importante distinguir aquellos perte-
necientes a Grupos Vulnerables (desvinculados
del conflicto armado, desplazados, hijos de des-
movilizados, hijos de victimas del secuestro y
desaparicion forzada entre otros) a los cuales se
otorgara prioridad en la asignacion de cupos.

Las etapas para desarrollar la asignacion de cu-
pos estan definidas para cada uno de estos grupos
de estudiantes. La asignaciéon de los estudiantes
provenientes del DABS y el ICBF asi como los
estudiantes Nuevos, son instancias particulares
del problema de asignacion que se desea abor-
dar y estudiar. El proceso de asignacion para este
conjunto de estudiantes se desarrolla, principal-
mente, de acuerdo con el siguiente lineamiento
de la SED:

“La SED asignara los cupos escolares preferi-
blemente en las opciones seleccionadas por el
padre, madre o acudiente. De no existir cupo
en las opciones solicitadas, se asignara en las
instituciones cercanas a su lugar de residencia
(de acuerdo con la direccion suministrada en el
formulario). Si una vez surtido este proceso, no
es posible asignar un cupo, la SED recurrira a
otras estrategias de cobertura” (SED, Resolu-
cion 4040 de 2004)

La asignacion de cupos se lleva a cabo de acuerdo
con el cronograma del proceso de matriculas, de
acuerdo con la informacion suministrada por la
SED, el total de estudiantes Nuevos inscritos has-
ta marzo de 2005 ascendia 223.537 de los cuales
cerca de 170.753 se encontraban matriculados.
La distribucion de la demanda generada por los
alumnos nuevos en cada uno de los grados, hace
que el problema de asignacion involucrado en
este proceso deba considerar en algunos casos
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mas de 30.000 estudiantes simultaneamente. Este
hecho genera complejidad dentro del proceso de
asignacion y otorga mayor importancia a su estu-
dio y analisis.

Respecto a la forma como actualmente se desa-
rrolla el proceso de asignacion de cupos en el dis-
trito, es notoria su similitud con los algoritmos
greedy disenados para problemas similares, como
el problema de asignacion generalizada (GAP) o
el problema de transporte. Si bien el procedi-
miento actual permite encontrar una solucion fac-
tible al problema, podria perjudicar en el objetivo
de encontrar una asignacion que favorezca a un
mayor numero de estudiantes, respecto a la asig-
nacion de colegios mas cercanos y convenientes
a sus necesidades y expectativas.

Descripcién del problema de
investigacion

Las dificultades que evidencio el algoritmo de
generacion de columnas al ser considerado en
la solucion del problema de asignacion de cupos
escolares, permitio plantearse diferentes cuestio-
namientos que dan origen al problema de investi-
gacion que se pretende abordar en este documen-
to y que mediante el trabajo realizado sefiala los
lineamientos para futuros trabajos en la misma
direccion. La pregunta fundamental de investi-
gacion es:

¢ Como puede mejorarse la eficiencia del algorit-
mo de generacion de columnas para ser imple-
mentado en la solucion de problemas de asigna-
cion como el de la instancia considerada?

De este cuestionamiento principal se desprenden
distintas preguntas, algunas de las cuales se dis-
cuten en este documento y otras que continian
siendo tema de investigacion. Algunas de dichas
preguntas son:

¢Cudles estrategias pueden considerarse para
mejorar la convergencia y eficiencia del algorit-
mo de generacion de columnas?

¢ Cudles de las estrategias identificadas son apli-
cables en la solucion del problema de asignacion
considerado?
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¢ Como puede acoplarse el conocimiento adqui-
rido respecto a al algoritmo de generacion de co-
lumnas dentro de estrategias de solucion funda-
mentadas en él (Branch and Price y Heuristicas
fundamentadas en GC)?

Formulacioén de problema

Se pretende abarcar el problema de la asignacion
de cupos escolares para el conjunto de estudian-
tes nuevos (DABS-ICBF, Transicion y primero e
inscritos contra la oferta educativa) para el siste-
ma de educacion oficial del distrito. De manera
general, el problema puede enunciarse de la si-
guiente forma:

Dado un conjunto de estudiantes que aspiran
a un cupo, en determinado grado, en alguno
de los colegios distritales, y dado un conjunto
de colegios, con una capacidad (oferta) deter-
minada (por grado), deben asignarse los estu-
diantes a los colegios, de modo que se maxi-
mice una funcion del beneficio (en términos de
la distancia y prioridades, entre otras) para
dicha asignacion.

Este problema puede formularse como se presen-
ta en el problema P1, que en adelante se denomi-
nara formulacion estandar

Sea:

1 : Conjunto de Estudiantes para asignar. Indexado con i, |I | =n

J : Conjunto de Instituciones . Indexado con j, |J| =m
¢; :Beneficio de asignar el estudiante a la institucion j

b; : Nimero de estudiantes que estd en capacidad de atender la institucion j

{1, si el estudiantei es asignadoal colegio j
X; =
i

0, delo contrario

Max 22%%—

iel jeJ

s.a. Zx,. =1 Viel )
jeJ
Yx =b,  VjelJ )
i€l
x,€{0l}  VieIaVjeJ 3)

El conjunto de restricciones (1) y (2) garantizan,
respectivamente, que cada estudiante serd asigna-
do a alglin colegio y que el nimero de estudiantes
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asignados a un colegio particular no sobrepasa-
ra la capacidad de cupos de este. Notese que se
asume que el nimero de estudiantes que deben
asignarse es igual al numero de cupos en los co-
legios. Para la instancia descrita esta condicion
no se satisface; sin embargo, puede modificarse
ligeramente el problema adicionando un nodo
ficticio, sin afectar su solucion optima.

Es importante resaltar algunos aspectos respec-
to al problema basico presente en el proceso de
asignacion de cupos escolares (P1):

e La estructura particular de este problema
puede asemejarse a algunos problemas ti-
picos y bien estudiados [2] y [3]. Especifi-
camente el problema en (P/) se asemeja a
un Problema de Asignaciéon Generalizada
(GAP), en el que el costo o consumo de la
asignacion de cada estudiante i (item) al co-
legio j (recurso) es de una unidad. De igual
forma, el problema en (P]) puede ser visto
como un caso particular de un problema de
transporte en el cual la demanda de cada
uno de los nodos de demanda es unitaria, o
como el caso particular de un problema de
asignacion, asumiendo que existen para cada
colegio un numero, igual a su capacidad, de
cupos (objetos) iguales.

e El problema en (PI) es bastante general, en
¢l se asume que cualquier estudiante puede
ser asignado a cualquier colegio y que las
restricciones de asignacion para todos los
colegios son iguales. Sin embargo, podria
ser necesario considerar restricciones adi-
cionales respecto a los colegios a los cuales
un estudiante dado puede ser asignado o las
asignaciones factibles de cada colegio. Pos-
teriormente se discutira la forma de abordar
estas consideraciones.

e El valor ¢, que representa el beneficio de
asignar el estudiante i a la institucion j, es
en realidad el resultado de una funcién que
involucra aspectos como la prioridad de
asignacion, las preferencias expresadas por
los padres y la ubicacion (distancia) del estu-
diante respecto a la institucion.



Las siguientes secciones describen una estrategia
para la solucion de este problema en instancias de
gran escala, es decir con un nimero considerable
de estudiantes e instituciones. Ademas, se propo-
ne la forma como esta estrategia puede ser con-
siderada en la solucion del problema cuando se
involucran restricciones adicionales para hacerlo
mas cercano a la realidad.

Estrategia de solucion: Generacion de
Columnas

La estrategia de solucion que se expone se funda-
menta en el principio de descomposicion y pre-
tende exponer, en un caso real, el uso del esque-
ma de generacion de columnas, ideas que fueron
desarrolladas por Dantzing y Wolfe y Gilmore y
Gomory respectivamente ([4] y [5]).

Descomposicion de Dantzing-Wolfe

El Problema en la formulacion estandar, (P1),
puede ser entendido como la particion del con-
junto de estudiantes en subconjuntos que pueden
ser asignados a cada institucion maximizando en
dicha particion el beneficio de la asignacion [6].
Bajo esta optica el problema puede reformularse
de una forma alterna considerando:

i) K, = {{ X3 ey x{,’ }Conjunto de las asignaciones factibles para
la institucion j
B X[ = Wi s X seees Xy }Corresponde a lak - ésima asignacion
factiblera la institucion j, si:

in;( :b_/ x; € {0,1} C))

iel

iii.) Se define y; paratodo je Jyke K; como:

1, Silaasignacion factible x; es seleccionada para
y{ =4 lainstitucion j
0, en caso contrario

Asi el problema se puede formular como:

var 35T

JeJ keK \ iel

s.az Z xiyl =1 Viel 5)
JjeJ kek;
Yoyl =1 VieJ (6)
K,
yviell} VjeJaVkek, 7
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La formulaciéon en (P2) se denominara en ade-
lante formulacion desagregada. En esta formu-
lacion, la restricciones (6) y (7) garantizan, res-
pectivamente, que cada estudiante es asignado
a una institucion y que para cada institucion es
seleccionada una asignacion factible. Esta formu-
lacion corresponde a la descomposicion de Dan-
tzing-Wolfe para la formulacion estandar (P1),
donde las restricciones de capacidad han sido
definidas para el subproblema en el algoritmo de
generacion de columnas [7]

Descripcion del Algoritmo de Generacion
de Columnas

El algoritmo de generacion de columnas permi-
te resolver la relajacion lineal del problema en la
formulacion desagregada (P2). Si bien el interés
recae en la solucion del problema entero, poste-
riormente se evidencia la utilidad que la solucion
de la relajacion lineal tiene para este fin.

La idea del algoritmo es resolver el problema
lineal por medio de la aplicacién del Método
Simplex; sin embargo, dada la enorme cantidad
de columnas (asignaciones factibles) para cada
colegio, en lugar de evaluar todas las columnas
respecto a su costo reducido, para determinar
cual debe adicionarse a la base, el problema de
encontrar la columna con el mayor costo reduci-
do es en si mismo un conjunto de m problemas
de optimizacion. El procedimiento desarrollado
en el algoritmo puede describirse de la siguiente
forma [8] y [9]:

1. Inicializacion. Debe disponerse de un sub-
conjunto de columnas que provean el Pro-
blema Lineal Maestro Restringido (PLMR)
para el cual sea posible determinar una solu-
cion basica factible, de modo que cualquier
solucion basica factible del problema res-
tringido lo es también para el problema no
restringido.

2. Prueba de Optimalidad para el Problema
no Restringido. Debe determinarse si la so-
lucion factible encontrada es optima para el
problema restringido, para ello se determina
si es posible hallar una columna con costo
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reducido positivo para adicionar a la base,
usando para ello los precios duales asociados
a la solucion del problema restringido. De no
existir dicha columna la solucion actual de
problema restringido es optima, y también
lo es para el problema no restringido, con lo
cual finaliza el algoritmo.

3. Generacion de una Nueva Columna. En caso
de no satisfacerse las condiciones de optima-
lidad, una (o varias) columna(s) con costo
reducido positivo debe(n) ser adicionada(s)
generandose un nuevo Problema Maestro
Restringido, el cual puede ser reoptimizado
para volver al segundo paso del algoritmo.
El problema auxiliar empleado para generar
esta columna se describe posteriormente.

Algunos de los elementos mas importantes del
algoritmo de generacion de columnas, para la
instancia del problema de asignacion que se pre-
tende abordar, se describen a continuacion.

Definicion del Problema Maestro
Restringido Inicial

El algoritmo debe comenzar con un conjunto de
columnas que provean una solucion basica facti-
ble para la relajacion lineal del problema original,
este conjunto de columnas constituyen el Proble-
ma Maestro Restringido Inicial. Una alternativa
valida, que de hecho corresponde a la empleada
en la implementacion del algoritmo, consiste en
construir una asignacion factible para cada cole-
gio y adicionar a este conjunto de m columnas
una columna artificial adicional. La columna para
cada institucion podria corresponder a la solu-
cion del Problema Knapsack asociado, es decir a
asignar los b, estudiantes con mayor beneficio de
asignacion a dicho colegio. La columna artificial
es tal que sus primeros n elementos son uno y los
m restantes son cero, de esta forma esta columna
junto con las columnas asociadas a cada colegio
permite siempre construir una solucién basica
factible. El beneficio de la columna artificial de-
bera ser —M donde M es una constate suficiente-
mente grande (por ejemplo, la suma de todos los
beneficios).
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Definicion del Problema Auxiliar (Pricing
Problem)

A partir del Problema Maestro Restringido se ge-
neran las columnas que vayan siendo necesarias
hasta resolver dptimamente el problema. La ge-
neracion de las columnas se hace por medio de un
problema auxiliar denominado Pricing Problem.

asociada a y{, es decir
i i i o1
1> Xag Xy, € f que se adICI.OI.la a la base
debe satisfacer las siguientes condiciones:

La columna

i.)Debe tener costo reducido positivo, es decir
¢/ >0

ii.) Debe corresponder a una asignacion fac-

tible para alguna institucién, es decir

;X1 =b, paraalgin; en el conjunto de
Instituciones

Bajo estas consideraciones la columna que debe

adicionarse se determina como:

MCJDC = {Z(Kpj )_Vj }1 ®)
e

En donde, v ; representa el precio dual asociado
con la restriccion de convexidad para la institu-
cion j, restriccion (7), en la solucion optima del
Problema Maestro Restringido. Z(KP].) corres-
ponde al valor de la solucion 6ptima del Proble-
ma Knapsack asociado a la institucion j, (P3).

Z(C’y_ui)‘ij

iel

sa.y x/ =b, 9)

iel

Max

X e} Viel

En este problema WL, corresponde al valor 6ptimo
de la variable dual asociada con la restriccion de
particion para el estudiante i, restriccion (6), en la
solucién optima del Problema Maestro Restrin-
gido



Consideraciones Respecto a la
Implementacién del Algoritmo

El algoritmo de generacion de columnas fue im-
plementado para dar solucion a instancias del
problema objeto de estudio, en Xpress-MP. Al-
gunos aspectos relevantes abordados durante la
implementacion asi como consideraciones y con-
clusiones obtenidas por medio de la ejecucion del
modelo, que ameritan ser detallados se presentan
a continuacion.

Adicion y borrado de columnas

Varias estrategias a seguir en el algoritmo de ge-
neracion de columnas pueden ser implementadas,
con el fin de determinar la o las columnas para
adicionar. Asumiendo que en cada iteracion una
unica columna es adicionada, pueden plantearse
al menos dos estrategias distintas: Adicionar la
columna que genere el mayor costo reducido o
adicionar la primera columna con costo reducido
positivo encontrada.

La primera estrategia requiere resolver m = |J |
Problemas Knapsack en cada iteracion, lo cual
puede hacer que el tiempo para realizar cada una
de estas se incremente, sin embargo, esta estrate-
gia genera la disminucion mas grande posible en
el valor de la funcion objetivo, para cada itera-
cion. La segunda estrategia resuelve cuando mas
m = |J | Problemas Knapsack por iteracion, en
la practica el nimero de problemas resueltos en
cada iteracion es considerablemente menor que
m, este hecho puede contribuir a reducir el tiem-
po de solucidn, aunque posiblemente el nimero
de iteraciones requeridas sea mayor. El algorit-
mo implementado para este problema particular,
hace uso de la primera estrategia, esto debido
principalmente a que como se mencion6 anterior-
mente la solucion de cada uno de los Problemas
Knapsack es de menor complejidad, puesto que
para resolverlos deben seleccionarse, en orden
decreciente respecto al beneficio generado, los
estudiantes que son asignados a un colegio de-
terminado.

Otro aspecto importante considerado en la im-
plementacion del algoritmo es el gran niimero

Algoritmo de Generacion de Columnas: Una revision desde su aplicacion al problema de asignacion...

de columnas que posiblemente debe adicionarse
hasta encontrar la solucion optima de la relaja-
cion lineal del problema en (P2), pues esto pue-
de afectar la eficiencia del algoritmo e incluso
aumentar los requerimientos computacionales
para su solucion. Con el fin de atenuar el efecto
de este aspecto, se implemento un procedimiento
para eliminar, cada cierto nimero de iteraciones,
aquellas columnas con costo reducido negativo,
lo cual puede implicar en algunos casos que co-
lumnas que ya habrian sido generadas vuelvan a
ser consideradas en iteraciones posteriores, pero
alivia en parte el rapido incremento del nimero
de columnas consideradas y por ende del tiempo
de solucion de cada iteracion.

Solucioén del problema entero
(no relajado) P2

Un aspecto de importancia respecto a la solucion
del problema entero, es decir el problema no re-
lajado, esta relacionado con el hecho de que la
solucion de ambos problemas, la relajacion lineal
y el problema entero, coinciden [1]. Dada esta
consideracion, el algoritmo de generacion de co-
lumnas puede usarse para determinar la soluciéon
del problema basico de optimizacidon inmerso en
el proceso de asignacion de cupos escolares; sin
embargo, es importante sefialar que la solucion
de instancias con restricciones adicionales, es
decir que no correspondan a la forma basica del
problema presentado, no necesariamente satis-
facen que la solucion del problema relajado sea
entera, en cuyos casos seria necesario recurrir a
algoritmos como el de Branch-and-Price, el cual
se describe posteriormente.

Convergencia del Algoritmo

El problema de convergencia lenta del algoritmo
de generacion de columnas es ampliamente re-
conocido en la literatura. Generalmente, pueden
hallarse soluciones cercanas a la solucion 6ptima
rapidamente, sin embargo el progreso obtenido
en la funcion objetivo cuando se esta cerca del
valor optimo no es significativo [10]; este hecho
puede generar que el algoritmo requiera de un
tiempo considerable hasta obtener la optimali-
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dad de la solucion e incluso tarde en decretar la
optimalidad de soluciones Optimas degeneradas.
Este hecho se conoce como el efecto Tailing-off,
denominado asi desde el trabajo realizado por
Gilmore y Gomory [5].

Dos aspectos se destacan en la literatura respec-
to al problema de convergencia del algoritmo de
generacion de columnas y su aplicacion particu-
lar al problema de asignacion o transporte. En
primer lugar, el problema presenta una notoria
degeneracion, lo cual puede afectar la eficiencia
del algoritmo, dado que un gran nimero de los
pivotes realizados dan como resultado la adi-
cion de columnas con costo reducido positivo,
pero que no mejoran el valor de la funcion obje-
tivo, es decir, pivotes degenerados [3]. El segun-
do aspecto que reviste gran importancia en la
literatura relacionada, es el comportamiento del
valor de las variables duales durante el proceso
de solucion; estas variables presentan grandes
oscilaciones durante el proceso y su convergen-
cia no es suave, este comportamiento es consi-
derado como uno de los aspectos principales en
relacion con la convergencia y la ausencia de
dicho comportamiento es vista como una pro-
piedad deseable [10].

La figura 1 presenta la forma como evoluciona
la solucion primal y la solucién dual (en realidad
una cota para el valor de la solucion dual, la cual
se discutira posteriormente) para una instancia de
prueba pequeiia del problema.

Al
450000

—Primal

——Dual

350000

250000

Valor FO

150000

50000 ,A&.‘ L. o ks,
ﬁ

-50000 201 401 601 801 1001—1201 1401

Iteracion

Figura 1 Iteracién tipica del algoritmo
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Es importante resaltar algunos aspectos que pue-
den observarse en la figura 1.

e La solucion primal del problema se aproxi-
ma rapidamente al valor 6ptimo, sin embargo
es necesario un niamero considerablemente
grande de iteraciones hasta lograr la optima-
lidad de dicha solucion.

e Puede observarse que existe una gran varia-
bilidad en el valor de la solucidén dual, esta
variacion se hace particularmente notoria en
las primeras iteraciones del algoritmo.

e Puede observarse como se genera un salto
notorio en el valor de la solucidén dual cada
cierto nimero de iteraciones (200 en este
caso). Este salto se presenta cada vez que el
algoritmo aplica el procedimiento para eli-
minar columnas (para el ejemplo particular
que se corrio, este procedimiento se ejecuta
cada 200 iteraciones)

Con el fin de atenuar el problema de conver-
gencia lenta y degeneracion en la aplicacion del
algoritmo de generacion de columnas, distintos
autores han propuesto diferentes procedimientos,
principalmente enfocados a la estabilizacion de
los valores duales [11]. Una estrategia de sim-
ple aplicacion, sugiere formular el problema de
modo que las restricciones de igualdad puedan
ser sustituidas por desigualdades, sin alterar el
valor de la solucion optima. El hecho de susti-
tuir las restricciones de igualdad por desigualda-
des restringe el valor de las variables duales a ser
bien sea no negativas o no positivas en lugar de
ser variables libres en signo, este hecho reduce
la oscilacion de dichas variables. En el problema
particular, la formulacién desagregada (P2) pue-
de modificarse, sin alterar el valor de la solucion
optima, cambiando el conjunto de restricciones
de asignacion de los estudiantes, (6), empleando
desigualdades en lugar de igualdades. La figura
2 presenta el resultado de correr con cada una de
las dos formulaciones, con restricciones de igual-
dad y con restricciones de desigualdad, la misma
instancia de pruecba empleada anteriormente; la
parte de arriba de la figura corresponde a una vis-
ta en detalle de las primeras 400 iteraciones.
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Figura 2 Aplicacion de la estrategia de estabilizacion 1

En esta figura las lineas PNoEstab y DNoEstab
corresponden a la solucion primal y dual, respec-
tivamente, en el problema con restricciones de
igualdad; mientras que las lineas PEstab y DEs-
tab corresponden a la solucion primal y dual en
el problema con restricciones de desigualdad. Se
puede observar como el cambio en las restriccio-
nes de asignacion de los estudiantes, contribuye a
disminuir ostensiblemente la variabilidad de los
valores duales, principalmente en las primeras
iteraciones. Sin embargo, la solucién de ambas
formulaciones aun presenta una fuerte evidencia
del efecto tailing-off, el cual ocasiona un gran
numero de iteraciones hasta alcanzar la solucion
Optima; esto sugiere la necesidad del uso de otras
estrategias de estabilizacion para mejorara la
convergencia del algoritmo.

Para este problema en particular se utilizé un mé-
todo de estabilizacion y aceleracion del algorit-
mo, cuya principal caracteristica es permitir su
implementacion en el marco de la Programacion
Lineal. La estrategia empleada se describe deta-
lladamente en [12] y [13]; a continuacidn se pre-
sentan los aspectos mas relevantes al respecto:
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Considere el siguiente programa lineal (P), facti-
ble y acotado, y su correspondiente dual (D), en
donde (P) tiene un niumero considerable de varia-
bles y se hace uso del algoritmo de generacion de
columnas para su solucion:

PROBLEMA PRIMAL (P) PROBLEMA DUAL (D)

Max ¢"x Min b'n
s.a. Ax=b sa. A'm >¢
x>0

Una forma de atenuar la degeneracién en la solu-
cion es mediante la perturbacion de (P), adicio-
nando variables de holgura y de exceso acotadas.
Alternativamente, podria usarse penalizaciones
explicitas para las variables duales. La estrategia
propuesta en [12] combina el método de pertur-
bacion y de penalizaciones explicitas, de la si-
guiente forma:

Se define el programa lineal (p)y su correspon-
diente dual ( D ):

PROBLEMA PRIMAL (P)
Max ¢'X-8"y +d"y"

PROBLEMA DUAL (D)

Min B"R+ev+ew

sa. AX—y +y"'=b sa. A"i>c
y <g -+ vV>-d
y <e' T+wW2d
Xy,y =0

En el problema primal ( ]NJ), y~ e y* son vec-
tores de variables de exceso y holgura, con co-
tas superiores €y €, respectivamente. En el
problema Dual ( [)), las dos Giltimas restricciones
pueden reescribirse como o—w<x<d+v la cual
cuantifica la penalizacién de las variables duales
7 [12]. Obsérvese que la solucion de los dos pro-
blemas, Py P, son iguales cuando se satisface
que €~ =€ =0, lo cual motiva el algoritmo de
solucion.

El algoritmo empleado es esencialmente el mis-
mo planteado anteriormente, sin embargo es ne-
cesario adicionar a dicho algoritmo dos aspectos
relacionados con la actualizacion de los nuevos
parametros considerados (6, €~ y € "):

i.) Actualizacion de 0. Se ajusta el valor del pa-
rametro a lo largo del algoritmo haciéndose
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igual al vector de valores duales 7t que ge-
nere la mejor cota dual hasta ese momento
encontrada.

ii.) Actualizacién de €~ y €. Cada cierto nii-
mero de iteraciones el valor de estos para-
metros debe disminuirse de modo que llegue
a cero en un numero finito de iteraciones, lo
cual situaria el problema en su equivalente
P, garantizando que el algoritmo tiene termi-
nacion en un numero finito de iteraciones.

La figura 3 presenta el resultado de aplicar la se-
gunda estrategia de estabilizacion sobre el proble-
ma en el cual ya se han modificado las restriccio-
nes de igualdad por desigualdades. En la figura,
la imagen de la derecha representa un detalle de
las primeras iteraciones, hasta alcanzar optimali-
dad en el algoritmo estabilizado. Es posible ob-
servar como el nimero de iteraciones requerido
hasta encontrar la solucion 6ptima se reduce con-
siderablemente, pasando en este caso de mas de
1.200 iteraciones a cerca de 250 iteraciones. Adi-
cionalmente, puede verse como la variabilidad de
la solucion dual se reduce, principalmente a par-
tir de cierto nimero de iteraciones iniciales. La
generacion de columnas irrelevantes, que aportan
poca informacion para ajustar los valores duales,
en las primeras iteraciones del algoritmo es cono-
cida como el efecto “heading-in” [11].

Valor FO
80000
700001 PNoEstab
60000 " oEsta
50000 YA ot P | —DNoEstab
40000 ——PEstab
30000 VL/ —DEstab
20000
10000

0

1 51 101 151 201 251
Iteracion

Figura 3 Aplicacion de la estrategia de estabilizacion 1

Consideracion de extra restricciones

El problema real podria considerar algunas otras
restricciones para la asignacion, estas restriccio-
nes podrian clasificarse en dos grupos:
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i.) Restricciones propias de los estudiantes, en
particular respecto a los colegios a los cuales
puede ser asignado un estudiante particular.

ii.) Restricciones propias de los colegios, en re-
lacion con condiciones particulares respecto
a los estudiantes que pueden serle asignados
o la seleccion de las asignaciones factibles a
dichos colegios.

Como se sefiald anteriormente, el algoritmo de
generacion de columnas por si solo no basta para
la obtencion de soluciones enteras en casos en los
cuales la relajacion lineal de la formulacion des-
agregada no corresponda a la solucion entera. El
Algoritmo de Branch-and-Price, el cual hace uso
del algoritmo de generacion de columnas y del al-
goritmo de Branch-and-Bound, podria constituir
una alternativa interesante para la solucion de este
tipo de problemas; sin embargo, es importante se-
falar que este algoritmo deberia hacer frente a los
mismos problemas de convergencia identificados
para el algoritmo de generacion de columnas.

Algoritmo de Branch and Price

Debido a que la formulacion desagregada, (P2),
tiene un gran numero de columnas y para la may-
oria de éstas la variable asociada en la solucion
optima toma el valor de cero, el algoritmo B-P
considera una relajacion del problema con solo un
subconjunto de éstas. Mediante la implementacion
del problema auxiliar (Pricing Problem) se generan
las columnas que deben adicionarse a la base hasta
dar solucion a la relajacion del problema. La rami-
ficacion (Branching) ocurre cuando no pueden hal-
larse columnas para adicionar a la base y la solucion
del problema relajado no satisface las condiciones
de integralidad. En el caso en el cual la solucion
optima del Problema Maestro Inicial es entera, ésta
corresponde también a la solucion optima del prob-
lema no relajado, es decir, para el problema de la
formulacion desagregada. Esta solucion también
corresponde a la solucion optima de la formulacion
estandar (P/) del problema de asignacion.

En el caso en el cual la solucion de la relajacion
del problema maestro inicial no satisface las re-
stricciones de integralidad, el problema debe



ramificarse en dos o mas subproblemas, que en-
tran a formar parte del conjunto de subproblemas
activos, los cuales deben evaluarse con el objeto
de construir cotas para el valor de la funcién ob-
jetivo del problema no relajado.

El algoritmo avanza iterativamente, seleccio-
nando, con algun criterio definido, alguno de los
subproblemas activos, ramificando este subpro-
blema y hallando el valor 6ptimo (o una cota) de
la relajacion lineal de los problemas obtenidos
al ramificar. Para la evaluacion de los distintos
subproblemas se hace uso del esquema de gene-
racion de columnas. Cada vez que se explora un
nodo del arbol de busqueda (ramificar y evaluar),
alguno de los subproblemas activos, es posible
encontrarse en uno de los siguientes dos casos;

i.) Se encuentra una solucion entera, lo cual im-
plica que en adelante este nodo no debe consi-
derarse. En caso de que la solucion encontra-
da sea mejor que la mejor solucion disponible
hasta ese momento (incimbete) se actualiza
el valor y se depura el conjunto de subproble-
mas activos eliminando aquellos que tienen
peores cotas con respecto al incimbete.

ii.) No se encuentra una solucién entera. En este
caso los subproblemas generados se adicio-
nan al conjunto de subproblemas activos si
las cotas para la funcidon objetivo encontra-
das no son peores que la mejor solucion co-
nocida. En caso contrario el subproblema se
descarta, podando asi el arbol de busqueda.

La figura 4 presenta de modo esquematico la for-
ma como se desarrolla el algoritmo de Branch-
and-Price.
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Figura 4 Algoritmo Branch and Price
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Estrategias de Ramificacion y
Acotamiento

Aun cuando la solucion del Problema Maestro
Restringido sea tal que todas las y,i sean enteras,
esto no garantiza que corresponda a la solucion
optima del Problema Original (P1); el nodo co-
rrespondiente a dicha solucion estara resuelto y
solo se podra verificar su optimalidad una vez se
haya explorado y acotado apropiadamente el arbol
de busqueda. Esto hace necesario ramificar el pro-
blema y explorar los distintos subproblemas acti-
vos con el fin de acotar la solucion del Problema
Entero original. Debe seleccionarse una regla de
ramificacion que sea compatible con el problema
auxiliar de la generacion de columnas, es decir una
regla de ramificacion que permita modificar el Pri-
cing Problem de modo que las columnas que no
son factibles, debido a las restricciones impuestas
por las distintas ramificaciones, no sean generadas
y que la solucion de dicho problema siga siendo
eficiente. La idea basica es desarrollar la ramifica-
cion usando la formulacion estandar (P/) mientras
se procede en la solucion del problema con la for-
mulacion desagregada (P2) [14].

Ante los problemas de convergencia senalados
para el algoritmo de generacion de columnas, una
alternativa existente es terminar anticipadamen-
te la ejecucion del algoritmo, es decir, detener
el proceso de generacion de columnas cuando la
brecha existente entre la cota inferior, dada por la
solucion actual del problema maestro, y la cota
superior, construida por ejemplo, por Relaja-
cion Lagrangiana, alcanza un nivel determinado
[15].

Una cota superior para el valor 6ptimo de la fun-
cion objetivo del problema en (P2), puede cons-
truirse resolviendo la Relajacion Lagrangiana
resultante de dualizar las restricciones de asigna-
cion, la cual esta dada por: [16]

jed ke K\ iel iel jeJ keK;

Maximizarz Z(Zcux,}( )v; +Zu[[lz Zx;2y£ J (10)
Mediante operaciones matematicas simples, pue-

de mostrarse que el problema en (10) es equiva-
lente a:
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Puede notarse como una vez solucionados el pro-
blema auxiliar, Pricing Problem, en una iteracion
tipica del algoritmo de generacion de columnas,
se dispone de toda la informacion necesaria para
construir una cota superior respecto al valor de la
solucion Optima.

Consideracion de extra restricciones

Una de las caracteristicas mas importantes de
la formulacion desagregada, (P2), es que en el
problema auxiliar se incorporan las restricciones
relacionadas con las asignaciones factibles de
cada colegio; por este motivo, las restricciones
adicionales, que afectan directamente el conjunto
de posibles asignaciones de cada institucion, solo
afectan el problema auxiliar [6]. De esta forma,
pueden considerarse para la solucion del proble-
ma mediante el algoritmo de Branch-and-Price,
entre otros, los siguientes tipos de restricciones.

e  Considerar restricciones de equilibrio de gé-
nero, de estrato socioecondmico, o de otros
factores, en la asignacion de estudiantes para
cada institucion.

e Considerar restricciones que determinen las
asignaciones factibles para distintos conjun-
tos de colegios, es decir, definir las asigna-
ciones factibles de formas diferentes para
distintos grupos de colegios seglin sea nece-
sario.

Adicionalmente, es importante notar que también
es posible considerar restricciones adicionales
respecto a las instituciones a las cuales puede ser
asignado cada estudiante; para ello, debe deter-
minarse una definicion apropiada de la funcion
de beneficio de la asignacion de cada estudiante a
cada colegio, que recoja las particularidades de la
instancia que desea resolverse.

Conclusiones

El algoritmo de generacion de columnas se pre-
senta como una alternativa al abordar la solucion
de problemas de asignacion de gran escala, como
el descrito en este articulo. Su relevancia se ex-
tiende al considerar la su incorporacion en el al-
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goritmo de Branch and Price, lo cual permitiria
ademas la solucion de problemas enteros o mix-
tos de mayor complejidad.

En el desarrollo de este trabajo pudo evidenciar-
se la convergencia lenta del algoritmo de gene-
racion de columnas, comunmente referida en la
literatura. Asi mismo, fue posible evidenciar el
comportamiento oscilatorio y poco estable de
las variables en el problema dual, que junto con
la degeneracion son sefialadas de ser una de las
causas del problema de convergencia de dicho
algoritmo. Este hecho podria presentarse como
una limitante en su uso en estrategias de solucion
como el algoritmo Branch-and-Price.

Fue posible observar alternativas para atenuar
las problematicas evidenciadas en el algoritmo
de generacion de columnas. Sin embargo, son
necesarias consideraciones adicionales o el uso
de estrategias diferentes, con el fin de acelerar y
mejorar su desempeiio, de modo que pueda pen-
sarse en su uso en problemas de mayor escala.
Asi por ejemplo, es necesario considerar la for-
ma de inicializar los métodos de estabilizacion
con mejores estimaciones de los valores duales,
de modo que las primeras iteraciones sean mas
productivas. Adicionalmente se plante6 el uso de
cotas respecto al valor de la funcion objetivo, que
permitan terminar anticipadamente el algoritmo
de generacion de columnas. Esto con el fin de in-
tentar construir buenas soluciones a partir de la
solucidon encontrada o emplear dichas cotas para
la exploracion del arbol de busqueda en el algo-
ritmo Branch-and-Price.

El algoritmo de generacion de columnas puede
ser usado como estrategia de solucion exacta o
como parte de estrategias de solucion aproxima-
da, dependiendo de la complejidad del problema
abordado. Dentro de los problemas dentro de este
mismo marco susceptibles a ser abordados me-
diante este tipo de estrategias se destacan el pro-
blema de programacion de cursos (7imetabling
problema) y el problema de asignacion de turnos
(Rostering Problem)

Dentro del proceso de asignacion de cupos esco-
lares en la SED, es posible identificar situaciones



en las cuales el uso de modelos matematicos pue-
de contribuir en el mejoramiento del resultado del
proceso. La forma en la que se desarrolla actual-
mente el proceso dista de pretender optimizar el
beneficio obtenido en la asignacion y se asemeja
a los algoritmos greedy empleados para diversos
problemas enteros (Knapsack, Binpacking, asig-
nacion).

Oportunidades de investigacion

El trabajo desarrollado en torno al algoritmo de
generacion de columnas reveld algunos temas en
los que se hace necesario profundizar o hacia los
cuales seria importante dirigir futuros proyectos
de investigacion.

En relacion con el algoritmo de generacion de
columnas, se presenta como un tema abierto el
estudio de mejores estrategias de estabilizacion,
asi como la consideracion de otras estrategias de
reoptimizacion que hagan mas eficiente su imple-
mentacion. Ademas, la incorporacion de este al-
goritmo dentro del algoritmo Branch and Price,
dan importancia al estudio de cotas para la termi-
nacion temprana del algoritmo de generacion de
columnas, asi como al estudio de la definicion del
problema auxiliar (Pricing Problem) en presen-
cia de extra restricciones.

Por ultimo, el trabajo desarrollado pretende des-
pertar el interés en la aplicacion modelos mate-
maticos como herramientas de apoyo a los distin-
tos procesos que se desarrollan en el sector de la
educacion publica.
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