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Resumen

El presente articulo estudia el método Streamline Upwind Petrov Galerkin
como técnica de estabilizacion de la solucion numérica de las ecuaciones
diferenciales de adveccion-difusion-reaccion; se analiza el método a la luz
de la naturaleza no auto adjunta del operador diferencial convectivo y de las
transformaciones necesarias para la estabilizacion de la solucion por medio de
la eliminacion del efecto no autoadjunto inducido por el término convectivo.
Se desarrollaron seis diversos ejemplos numéricos, los cuales incluyen
problemas de coeficientes variables, altamente convectivos, fuertemente
reactivos, sistemas de ecuaciones diferenciales y soluciones transitorias.
Se encuentra un excelente desempefio de esta técnica de estabilizacion para
todos los casos anteriormente mencionados, exceptuando los problemas con
términos reactivos fuertes.

----- Palabras clave: Petrov-Galerkin, adveccion, difusion, funciones
de perturbacion, soluciones inestables.

Abstract

This paper examines the Streamline Upwind Petrov Galerkin method as a
stabilizing technique for the numerical solution of differential equations of
advection-diffusion-reaction; it analizes the method taking into account the
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non self-adjoint nature of the convective diferential operator and the necessary
transformations for the solution stabilization through the elimination of non
self-adjoint effect induced by the convective term. Presents six different
numerical examples, which include problems of variable coefficients, high
convective problems, highly reactive systems and transitional solutions. This
method presents an excellent performance of this stabilization technique for
all the cases mentioned above, except for the problems with strong reactives

terms.

----- Keywords: Petrov-Galerkin, advection, diffusion, perturbation
functions, unstable solutions.

Introduccion

El problema de la adveccidon-difusion-reaccion
en estado estable, consisten en la determinacion
de una funcion de campo escalar 0(X), la cual
debe satisfacer la ecuacion diferencial:

~V - (kVp)+ii - Vp—s5p = f(X)sobre @ (1)

asi como unas condiciones de contorno definidas
por las expresiones (2) y (3):

B (%) = g(x) sobre I
(Condicion Dirichlet) 2)

?((p) = h(x)sobre I'y

(Condicion de Neumann) 3)

donde k >0 es el coeficiente difusivo, i es el
campo de velocidad asociado al proceso advec-
tivo, s es el coeficiente fuente (s > (0 implica
producciéon y s < 0 significa disipacion), f(X)
es la funcidn de generacion, g(x) es la funcion
que define el valor del campo escalar ¢ sobre la
frontera Ty y /(X) es la funcion que define el
valor del flujo sobre la frontera I'y . La simplifi-
cacion de esta expresion permite la obtencion de
ecuaciones especificas de amplio uso en diferen-
tes campos de la fisica, tales como:

*  Ecuacion de Helmholtz: empleada en los
problemas de acustica, electromagnetismo y
sismologia, la cual se obtiene considerando
el término de produccion (s >0) y elimi-
nando el término advectivo (&7 =0) [1].
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»  Ecuacion de Adveccion-Difusion (s = 0): uti-
lizada ampliamente en problemas de disper-
sion de gases contaminantes (sin reaccion,
especialmente en dispersion de productos de
la combustion altamente estables).

*  Ecuacion de Adveccion-Reaccion (f = () ):
usada en el modelado de dispersion de con-
taminantes acuiferos en aguas con alta velo-
cidad.

*  Ecuacién de Difusion-Reaccion (i =0): la
cual tiene aplicaciones en problemas mor-
fogénesis, donde las moléculas difunden a
través de los tejidos y reaccionan con otras
sustancias directamente y por sefalizacion a
través de las células.,

Todas estas expresiones son empleadas de forma
recurrente en el modelado de diferentes tipos de
problemas de transporte de masa y energia, desta-
candose especialmente el problema del estudio del
flujo de fluidos a través de las ecuaciones linealiza-
das de Navier-Stokes. Otros usos se encuentran en
campos como: el financiero, para la estimacion de
los valores de derivados financieros a través de la
ecuacion de Black-Scholes [2], el ambiental para
el modelado de los procesos de contaminacioén am-
biental [3] o para el analisis de la propagacion de
incendios [4], el demografico para el modelado de
la distribucion de poblaciones y de la transmision
de la informacion genética [5], y el biologico para
modelado de los mecanismos de morfogénesis [6],
entre otros muchos campos.



Ademas de la enorme utilidad para el estudio
de fenomenos fisicos, algunas formas de la ex-
presion (1) se caracterizan por la dificultad en la
implementacion de soluciones numéricas y el re-
querimiento de técnicas especiales para construir
una aproximacion.

La solucidén de la ecuacion (1) exhibe dos formas
generales. La primera se caracteriza por un régi-
men exponencial (creciente o decreciente), alcan-
zado cuando las raices de la ecuacion caracteris-
tica son reales, es decir, cuando el discriminante
se hace mayor o igual que cero |L7 2_ 4sk > 0. La
segunda se denomina generalmente régimen de
propagacion y se caracteriza por un comporta-
miento sinusoidal modulado por una funcién ex-
ponencial. Para casos de coeficientes variables en
la ecuacion, se pueden alcanzar soluciones que
varian su comportamiento de una zona a otra.

En numerosos casos las soluciones numéricas que
se han implementado para el desarrollo de este
tipo de ecuaciones presentan oscilaciones falsas
que no se ajustan al comportamiento real del fe-
némeno modelado [7], de modo que el desarrollo
de técnicas numéricas exactas y confiables para
el desarrollo de este tipo de expresiones, se ha
convertido en un campo de permanente investi-
gacion en los ultimos treinta afos.

En el presente articulo se presenta un estudio
del método Streamline Upwind Petrov-Galerkin
(SUPG) para la solucion por elementos finitos de
diferentes formas de la ecuacion de adveccion-
difusion-reaccion, tanto en régimen transitorio
como estacionario, prestando especial atencion a
los problemas con coeficientes variables. En la
primera parte del texto se hace referencia al mé-
todo, listando los aportes mas importantes en los
ultimos afios. Posteriormente se explica y anali-
za la formulacion Petrov-Galerkin en elementos
finitos, examinando el tipo y las condiciones re-
queridas para la estabilidad de la solucion. En la
tercera seccion del documento se presentan diver-
sos casos de estudio que permiten concluir acerca
de la exactitud de la herramienta numérica para
diversas formas de la ecuacion (1), incluyendo
casos con coeficientes variables y analisis en es-
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tado transitorio. En la ultima parte del articulo se
presentan las conclusiones del trabajo.

Meétodo streamline upwind petrov-galerkin

La solucion del problema de adveccion-difu-
sion-reaccion empleando una formulacion con-
vencional de elementos finitos (formulacién de
Bubnov-Galerkin) lleva frecuentemente a solu-
ciones poco exactas o con oscilaciones erroneas
(falsas), especialmente en las zonas aguas abajo
donde se presentan fuertes variaciones del campo
escalar, tal como en los problemas de capa limite
7], exceptuando los casos en los que el término
relacionado con la difusiéon predomina numeéri-
camente sobre los demés (también denominados
problemas de difusién dominante). La presencia
de estas oscilaciones esta relacionada con los va-
lores de los coeficientes de la ecuacion, es decir
con la naturaleza del fendmeno predominante. El
método de Galerkin presenta significativa diver-
gencia, con respecto a la solucion real, para todos
los casos en los que se cumple al menos una de
las dos condicionesdefinidas en (4) y (5) [8]:

Pe = %k>1 (4)
2
2*0*P€=Sh4>1 (5)

donde Pe se denomina ntiimero de Peclet, o es el
numero de Damkohler y h es la longitud caracte-
ristica del dominio. La primera condicion define
todos los casos en donde el fenomeno advecti-
vo predomina sobre el difusivo, en tanto que la
segunda acota los casos en los que el problema
posee una componente reactiva superior a la di-
fusiva. De acuerdo con lo anterior, una forma de
estabilizar la solucion puede ser reduciendo la
longitud caracteristica del elemento, disminu-
yendo por tanto el numero de Pe, sin embargo
para condiciones de adveccion fuerte esta técni-
ca puede no ser la mas apropiada desde el punto
de vista de costo computacional. Numéricamente
se observa como para niumeros Pe pequefios, los
valores propios discretos de la matriz de rigidez
alcanzada con la formulacion Bubnov-Galerkin,

75



Rev. Fac. Ing. Univ. Antioquia N.° 47. Marzo, 2009

son reales y la solucion del problema se puede in-
terpretar como la minimizacion de un funcional.
Sin embargo, para nimeros Pe elevados estos va-
lores propios son imaginarios (en su mayoria), es
decir el problema no puede ser derivado de un
principio variacional por tratarse de un problema
no auto adjunto.

Algunas de las formulaciones de elementos fini-
tos mas comunes para la solucion de estos pro-
blemas se basan en la modificacion de la funcion
de peso de la ecuacion de residuos ponderados,
adicionando una funciéon de perturbacion que
logra estabilizar el método (éste es denominado
método de Petrov- Galerkin), ponderando con
mayor peso la informacidén proveniente de los
nodos ubicados aguas arriba (de ahi el término
streamline upwind). La primera referencia al uso
de estas funciones de peso modificadas aparece
en 1975 [9], las cuales mas tarde fueron emplea-
das formalmente por Christie [10] y Zienkiewicz
[11]. Posteriormente Hughes [12], retoma el fun-
damento del método streamline upwind para pro-
blemas de conveccién dominante; este método
fue reformulado en 1982 por Brooks & Huhges
[13], quienes presentan una formulacion general
del método SUPG como una forma de aproximar
la solucién del problema generalizado de Stokes.
El método SUPG es adoptado en 1984 por John-
son 14] para la solucion de problemas que invo-
lucran ecuaciones diferenciales hiperbodlicas. En
1986 Huhges [15], asocia el método SUPG con
el cumplimiento de las condiciones de Babuska-
Brezzi en los problemas de dindmica de fluidos.
Posteriormente, Huhges [16] emplea los mini-
mos cuadrados para la obtencion de la funcion
de perturbacion adecuada en la estabilizacion de
los elementos finitos (Streamline Petrov-Galer-
kin con minimos cuadrados, GLS). Franca [17],
emplea el método SUPG a la solucion de proble-
mas advectivos-difusivos. En 1993 Baiocchi [18]
adiciona el empleo de funciones burbuja para el
enriquecimiento de las funciones polinomiales,
en tanto que Harari [19] en 1994, incluye técni-
cas de optimizacion para mejorar el desempefio
de los métodos de estabilizacion, especificamente
en problemas de adveccion-difusion-produccion.
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En 1996 Russo [20] aplica la estabilizacion con
funciones burbuja en la solucion de la ecuacion
linealizada de Navier-Stokes, mientras que Co-
dina [21] en 1998 presenta una comparacion de
técnicas de estabilizacion de elementos finitos
para la solucion del problema de adveccion-difu-
sion-reaccion. Un nuevo método para la solucion
de este tipo de problemas, es presentado por Coc-
kburn [22], en donde se hace uso de un método
de Galerkin empleando funciones discontinuas,
el cual brinda la posibilidad de paralelizar los
algoritmos desarrollados, emplear mallas irregu-
lares con nodos no necesariamente coincidentes
y emplear funciones polinomiales de diferente
grado para diferentes elementos, lo cual permite
el desarrollo de métodos adaptativos. Araya [23,
24] incorpora al método de estabilizacion clasico,
un estimador de error a posteriori, que permite la
implementacion de técnicas de mallado adaptati-
vo. Por ultimo, resulta interesante mencionar el
trabajo de Xin [25], el cual emplea un término de
viscosidad artificial, que permite la estabilizacion
de la formulacion del método de los elementos
finitos cambiando virtualmente la naturaleza de
la expresion.

Planteamiento del problema de
adveccion-difusion-reaccion

Al revisar la expresion (1) en su forma unidimen-
sional, resulta claro que esta no se trata de una
ecuacion diferencial auto adjunta, debido a la
presencia del término advectivo. De manera que
si se desea plantear éste caso como un problema
variacional (minimizacion de un funcional), se
requiere adicionar una funcioén conveniente p a la
expresion de residuos ponderados [26], tal como
se muestra en (6).

L
ij|: dx( jﬁ) @ —s¢p— f]dx 0 (6)

0

j[ jp( u+ kL )+—(k )di’—pr Wpf]dx=0 @)
0

donde W es la funcion de peso y L la longitud
del intervalo. Asi, con la debilitacion de esta ul-



tima expresion, resulta claro que una forma de
convertir esta, en una expresion auto adjunta, es
eliminar el primer término de la integral en (7), es
decir, hacer que se cumpla la ecuacion (8):

pu+kil]—¢:0 (8)
X

lo cual permite definir la forma adecuada de la
funcion P [26], tal como se muestra en (9).

2P«
e A ©)

De aqui que la expresion de residuos ponderados
(6) toma ahora la forma de la ecuacion (10):

E4:|dx:0 (10)

2P x _2Px
oA o

lo que resulta claramente como un problema auto
adjunto.

Asumiendo una aproximacion en cada elemento
(E) definida por la combinacion de dos funcio-
nes de forma lineales (V), tal como se expresa
en (11),

2
o" =¢" =Z B, (11)

se puede reescribir la ecuacion de residuos pon-
derados como se muestra en (12).

%é[[ de¢x 2P/_Sw¢ e P'/ Wfe ‘/]a’§26=0 (12)

La cual se puede expresar por medio de la ecua-
cion (13):

8] (12
E j=I[ QF
(13)
2Px
dot -¢j]- | [W,.fe_ Pﬁ]d{ﬁ =0
QL’

Asi, la i-esima expresion de la formulacion de
Galerkin estandar esta dada por:
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(1—e2Pe bi1 +(e2Pf F)p. + ( —2F, 1)

PP v e 2P 0\
2P, J k

(14)

Oy =

donde q)j —1’¢j ’q)j +, son tres nodos consecuti-
vos. Es de esperarse que una solucion alcanzada
empleando la ecuacion (14) sea una respuesta es-
table, es decir no oscilante.

Estabilizacion empleando el método de
Petrov-Galerkin

El uso de la expresion de residuos ponderados
(15) para la ecuacion de adveccion-difusion-re-
accion, suponiendo coeficientes constantes y una
funcién de peso lineal de la forma W; = N;, per-
mite obtener, en coordenadas locales (&) una
ecuacion de ensamble con la forma de la expre-
sion (17).

dp\ dp
IW[ dx( dx) —sp— f]a’x 0 (15)

sl E e

1 h 1
d&—%_jl(W,-N,-) d&}%}—z_jlwd& =0

(16)

—[P.(6 +3)+3]¢p;_1+2(3-20P, ) ; +

2 (17)
P, ~0)- 3]¢,+1—&f

Se observa en esta tlltima expresion una diferen-
cia entre los coeficientes que acompafan a las va-
riables ¢;_1 y 0;41, esto se entiende como una
asimetria en la matriz de rigidez producida por la
presencia del término advectivo en la ecuacion
diferencial (ecuacion no auto adjunta), lo que
lleva a la obtencion de valores propios mayori-
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tariamente imaginarios y una solucion inestable.
Adicionalmente se puede ver como la ponderacion
sobre la informacion proveniente de los nodos ubi-
cados aguas abajo es mayor que la aplicada sobre
la informacién del punto j—1 (aguas arriba),
mientras que para casos con adveccion nula la in-
formacion de ambos puntos ( j—1, j+1) tiene el
mismo peso, lo que lleva a una matriz de rigidez
simétrica (este ejercicio es mas sencillo si se obvia
el término fuente ¢ =0 ). El sentido de la formu-
lacion de Petrov-Galerkin consiste en modificar
la funcién de peso, adicionandole una funcion de
perturbacion, de manera que se logre equilibrar
la ponderacion sobre los términos ¢ ;1 y ¢ 41,
mejorando la simetria de la matriz de rigidez (lo-
grando valores propios reales) y estabilizando las
oscilaciones producidas con Bubnov-Galerkin. La
funcion de peso a emplear tiene la forma mostrada
en (18), siendo una de las funciones de perturba-
cién mas trabajadas la definida en (19).

W; =N, +aN; (18)

Pt dx d§
donde O es un escalar (coeficiente de perturba-
cion) empleado para fortalecer el peso sobre la
informacién del nodo ubicado aguas arriba. De
esta forma, la expresion de la matriz de rigidez
para un elemento tipico, ahora esta definida por
(20), mientras que la ecuacién de ensamble, en-
contrada con una funcién de peso perturbada por
la expresion (19), se muestra en (21).
1 1

k-~ j[

e e s
i,j=

1, (20)
——_[(NN +oc—N )dg

2

1 h
[1+0Pe(§—%)+Pe(a —1):|¢i+1 :7f

e2))

—[1+ape(%+%)+13€(a +1)]¢,-_1+2(1—§an +Pa)g;
Del analisis del operador diferencial de la ex-

presion (15), resulta claro que la inestabilidad
es producida por el término convectivo, mas no
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por la parte reactiva. De este modo, y con el fin
de analizar las condiciones que convierten la so-
lucién alcanzada mediante la ecuacién (21) en
una aproximacion estable, se pueden comparar
las expresiones (14) y (21) para 6 =0. Asi, se
puede encontrar facilmente el valor de o reque-
rido para hacer coincidir las dos expresiones, o en
otras palabras, para que la estabilizacion plantea-
da al introducir una funcion de perturbacion lleve
al problema a una forma auto adjunta, con una
matriz de rigidez definida con valores propios
reales. Asi, el valor del coeficiente de perturba-
cioén optimo (a,,) que permite alcanzar solucio-
nes nodales exactas, esta dado por:

Aop = Coth|Pe| - W (22)
e

De otro lado, la méaxima perturbacidon que puede
inducirse en la solucion, sin que la matriz de ri-
gidez deje de ser diagonal dominante, se obtiene
eliminando el término que multiplica la informa-
cion nodal §;41 en la ecuacion (14), es decir con
un valor ¢ dado por la expresion (23),

oL =0l =1—— (23)

7]

Consideraciones acerca de la aplicaciéon
del método SUPG

Considerando el caso de la expresion de residuos
ponderados para la ecuacion de adveccion-difu-
sion-reaccion de coeficientes variables (24), se
puede observar como la debilitacion de esta expre-
sion, empleando funciones de forma lineales, lleva
a la ecuacion (25), la cual es analoga a la del caso
de coeficientes constantes presentada en (16).

L
jW[ (k( 04t )+u(x) % s(x)¢—f(x)]dx=0 (24)
0

il e o

d&—é’}(s’@)%%)d&}@] (Wf(i))di}
.|

(25)



Donde £'(§),u'(§),s"(§) son las funciones que
definen los coeficientes de la ecuacion diferen-
cial, pero expresados en términos de las coorde-
nadas locales. Empleando la funcion de peso mo-
dificada (19), la matriz de rigidez para este caso
se puede escribir asi:

Ezgl . dN; dN; lu, dN; v, AN
] h_jl[ e ]d&+_j1 (&)[Nl—d& YO ]
h dN; (26)
dé—EJ.ls'(ﬁ)[NiNj +o dgl ijdg

Y la ecuacion de ensamble resultante estara defi-
nida como se muestra en (27).
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Ky1-¢jq+(K1+Kp) ¢ +Kin-¢j (27)

en donde los coeficientes se encuentran definidos
dentro de la expresion (28).

El célculo de estos términos se puede efectuar
empleando integracion numérica por cuadratura
gaussiana, lo cual permite considerar el efecto de
la variacion de los términos £'(€) u/(§) s'(§)
dentro de cada uno de los elementos, asi como
el empleo de valores dptimos para el coeficiente
de perturbacion O en cada uno de los puntos de
integracion empleados para el elemento, procedi-
miento que garantiza la estabilidad del método,
independientemente del comportamiento del nu-
mero de Peclet a lo largo del dominio.

Ku=—jk<&)d§+ ju(&)(&m—l)d&——J ©@+t@-2+01-0))d

-1

K12=——Jk<&)d&——ju<&)(&+oa el [/ @ +ae -1 )t

1 (28)

K21:——Jk<a>da——1u O +o+1) e+ [7@) @ +a -1 )it

1

Ky = jk(&)d& = ju O +o+1) e js €)@ +E@+2+1+a) )

-1

SUPG empleando funciones de
perturbacién de orden superior

Asi entonces, la solucion estabilizada SUPG se
consigue perturbando (o modificando) la fun-
cion de peso, de manera que se pueda mejorar
la ponderacion sobre los nodos aguas arriba, lo
cual permite un mejor comportamiento en la
solucion del sistema de ecuaciones lineales re-
sultante. En la Figura 1 se muestran las funcio-
nes de peso originales y las funciones de peso
perturbadas de acuerdo a (19) para O =1, se
observa como en este ultimo caso el area bajo
la curva de la funcion W, se ha aumentado
respecto a la funcion original sin perturbar, en
tanto que para la funciéon W perturbada dicha

area se muestra reducida. Estas areas son una
medida de la ponderacion generada por cada
una de estas funciones sobre la informacion
nodal (W, sobre el nodo j-ly W, sobre el
nodo j+1). Se pueden construir diversos ti-
pos de funciones de peso perturbadas que cum-
plan este comportamiento upwind, sin embar-
go es necesario que las mismas satisfagan el
principio de complementariedad, de modo que
se garantice que el método sea global y local-
mente conservativo. Para una funcién de peso,
como la descrita en (18), construida a partir de
funciones de forma lineales y una funcion de
perturbacion cuadratica, como se muestra en la
figura 2 y se expresa en la ecuacion (30), la ten-
dencia a la estabilizacidon es mas fuerte que en
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el caso de la figura 1, tal como se puede dedu-
cir de la comparacion de las areas bajo la curva
en cada caso. Introduciendo las funciones de
perturbacion definidas en (29) y (30), dentro
de la expresion (26), se obtienen los coeficien-
tes de la ecuacion de ensamble, los cuales se
muestran en (31).

2
N*zé__%Jrl (29)

0,6 /
0.4} /

0.2 ~

e O

2
N;:_§_+§+§ (30)
4 2 4
r _ 60+0)—(6+40 +0(4+30))P,
b 12P,
[ 6(1+o)+(6+20 +0(8+30))P,
© 12 7—6(+a)+(6-3gp,0(c —4)P,
2= 12P,
6 €1y
r. _ 60+a)+(6-40 +a(8-50))F,
22 12P,

05t | .....

e O

Figura 1 Funcion de peso lineal convencional (izq.) y funcién de peso perturbada con o0 =1 (der.)

Analisis de casos

Caso 1: Problema de adveccion-difusion
con coeficientes constantes

En este caso se plantea un problema de advec-
cioén-difusion con coeficientes constantes y
una funcion de generacidn cubica. El proble-
ma se describe matematicamente en la ecua-
cion (32)

d%o

-+ 400d—¢ = x>, sujeta a
dx dx
0(0)=6(1)=0 (32)

En la figura 3 se muestra el resultado de la im-
plementacion del método de estabilizacion de
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Petrov-Galerkin, comparandolo con el compor-
tamiento mostrado por la soluciéon encontrada
mediante el método convencional (Bubnov-Ga-
lerkin) y la solucién analitica exacta. Se observa
como la solucion Petrov-Galerkin implementada
con 10 elementos (P, =20, 0y = 0y = 0,95
en todo el dominio) y un coeficiente de perturba-
cion & =0y, es una solucion nodalmente exac-
tay libre de oscilaciones, en tanto que la solucion
convencional presenta fuertes oscilaciones alre-
dedor de la solucion exacta (debido a que P, >1
). Sin embargo, al aumentar el nimero de ele-
mentos a 20 (P, =10, a,,, = o,,;, =0,9) y 100
(P, =2, 0, =054, a,., =0,5), se observa
un reduccion en la amplitud de las oscilaciones y
una convergencia hacia la solucion exacta debido
a la reduccion en el nimero de Peclet.
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Figura 2 Funcion de perturbacion cuadratica (arriba-izq.), funcion de peso perturbada con ¢ =1 (arriba-der.),

con o = % (abajo-izq.), con ¢ = % (abajo-der.)

Se puede ver como para la malla de 100 elementos
la aproximacion por Galerkin logra una respuesta
adecuada, excepto en las zonas aguas abajo con
cambios muy fuertes en el comportamiento de
(cercade x =1), en donde la respuesta numérica
aun exhibe una tendencia oscilatoria localizada.
La figura 4 muestra el comportamiento del error
absoluto acumulado porcentual a lo largo del do-
minio para cada una de las tres mallas empleadas
con el método SUPG, casos en los que se empled
un valor 6ptimo en el coeficiente de perturba-
cion.

Caso 2: Problema de adveccion-difusion-
reaccion con coeficientes constantes

En este problema, planteado en la expresion (33),
se analiza la estabilidad del método Petrov-Galer-
kin incluyendo términos reactivos en la ecuacion

diferencial y considerando coeficientes constan-
tes en todo el dominio analizado.

2

_970 300 500 = 106"

dx? dx ,

sujetaa ¢(1) =1,0(3) =-1 (33)
Como se puede apreciar en la Figura 5, para
una malla formada por 40 elementos el com-
portamiento de la soluciéon Bubnov-Galerkin es
inestable dado que el problema esta caracteri-
zado por valores altos en el numero de Peclet
(P,=1,5), lo cual hace que el problema pueda
clasificarse como predominantemente advecti-
vo. Las pruebas numéricas realizadas con dife-
rentes valores en el coeficiente de perturbacion
(00 ) muestran que se requiere un valor cercano
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a o =0,9 para lograr estabilizar la soluciéon em-
pleando el planteamiento de Petrov-Galerkin
con funciones de forma lineales y una funcion
de perturbacién como la descrita en la expresion
(19). Lo anterior coincide con procedimien-
to utilizado para la obtencion de la expresion
(22), el cual lleva a un valor . Adicionalmente,
se observa como para valores en el coeficien-
te de perturbacién inferiores al valor critico, la
solucion no alcanza la estabilizacion; en tanto
que para valores superiores a O...; se obtie-
nen aproximaciones estabilizadas pero poco
exactas, la cuales se pueden denominar sobre
perturbadas. Al igual que en el caso anterior,
resulta interesante observar como la amplitud

de las respuestas no estabilizadas se hacen mas
fuertes en las zonas aguas arriba en las que la
variacion de ¢ se hace mas alta. Asi, a medi-
da que se incrementa el valor del coeficiente
de perturbacion, también se puede ver como
se reducen progresivamente las oscilaciones
sobre la respuesta, siendo la regidén cercana a
x =3 la Gltima en alcanzar la estabilidad. En
la Figura 6 se observa el comportamiento del
error acumulado porcentual para tres valores
del coeficiente de perturbacion, resulta claro
de esta grafica como para valores diferentes de
& =0lpy la aproximacion puede perder esta-
bilidad (solucién sub-perturbada) o exactitud
(solucion sobre perturbada).

0,0020 0,0012
L]
1
0,0015 - 0,0010 /\
n 0,0008 / \
AT AW R
= 0,0005 /\ & 0,0004
ﬂ 0,0002
0,0000 € ‘ ‘ T
' M M 0,0000 3
02 04 0,6 038
-0,0005 -0,0002 ; ; X ;
X X
‘ O Analitico —s— Bubnov-Galerkin —— Petrov—Galerkin‘ ‘ O Analitico —s— Bubnov-Galerkin —— Petrov-Galerkin
0,0010
0,0009
0,0008 0,008 .\
—~ 0,0006 - 0,0007 \
o2 Q
& 0,0006
0,0004 0,0005 g
0.0002 0,0004
0,0003
0,0000 € € 0,0002
0 02 04 06 08 1 0,0001 7
X 0,0000 ‘ ‘ ‘ )
093 095 099

O Analitico —=— Bubnov-Galerkin —— Petrov—Galerkin‘

0,97
X

Figura 3 Soluciones obtenidas para el caso de estudio 1 empleando el método de estabilizacidn Petrov-Galerkin
con 10 elementos (arriba-izq), 20 elementos (arriba-der.) y 100 elementos (abajo)
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Figura 4 Comportamiento del error absoluto
acumulado porcentual alcanzado con el método
SUPG para tres tipos de malla diferentes

Caso 3: Problema de adveccién-difusion-
reaccion con coeficientes variables

En este caso se presenta la solucion implemen-
tada para un problema de adveccion-difusion-re-
accion con coeficientes variables, el cual es plan-
teado en la ecuacion (34).

Aplicacion del método petrov-galerkin como técnica para la estabilizacion de la solucion en problemas ...

dx2

sujetaa (1) =0(3) =0

La figura 7 muestra el comportamiento de los nu-
meros de Peclet y Damkohler para tres tipos de
discretizacion diferentes (10, 100 y 1000 elemen-
tos). Como primer punto se debe resaltar como los
valores de 206P, son muy inferiores que los valo-
res del nimero de Peclet, por lo que el fendmeno
fisico modelado mediante la ecuacion diferencial
puede ser catalogado, por encima de las compo-
nentes difusivas y reactivas, como predominan-
temente advectivo. Se observa claramente, que
solo la discretizacion con 1000 elementos permite
una solucion estable y exacta empleando un for-
mulacion Bubnov-Galerkin (P, <1y 20F, <1
). Para las demas mallas, en ninguna zona se pre-
sentan valores de Peclet inferiores a la unidad y
por tanto se prevén aproximaciones oscilantes, tal
como se puede verificar en la figura 8, en donde se
muestran oscilaciones generalizadas sobre todo el
dominio para 10 elementos y una oscilacion locali-
zada (cercana a x = 3) para 100 elementos.

2
d¢+@di¢+570¢:x
x dx 2

b

(34
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Figura 5 Soluciones obtenidas para el caso de estudio 2 empleando Petrov-Galerkin con 40 elementos y
diferentes valores de coeficiente de perturbacion O
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Figura 6 Comportamiento del error absoluto
acumulado porcentual alcanzado con el método
SUPG para el caso de estudio 2 para diferentes
valores de coeficiente de perturbacion o

Adicionalmente, en la Figura 8, se observan los
resultados alcanzados para este problema em-
pleando una formulacion modificada (Petrov-
Galerkin), la cual emple6 funciones de forma
lineales y perturbaciones obtenidas a partir de
la expresion (19), asi como un coeficiente de
perturbacién O =0,y calculado para cada
punto de integracion. Se observa como las so-
luciones estabilizadas alcanzan valores nodales
exactos y comportamientos no oscilatorios con
pocos elementos, ain en las zonas con altos va-
lores en el gradiente de ¢ , gracias a que se ga-
rantiza en cada punto del dominio un valor 6p-
timo para el coeficiente de perturbacion. Esta
estrategia de adaptacién implementada mues-
tra excelentes resultados frente a la solucidon
convencional (Bubnov-Galerkin) para este tipo
de problemas.
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Figura 7 Comportamiento de los valores de Peclet, Damkohler, ®opr y Ol para el caso de estudio 3,
empleando 10 elementos (arriba-izq.), 100 elementos (arriba-der.) y 1000 elementos (abajo)

Caso 4: Problema de adveccién-difusion-
reaccion con altos valores de reaccion

Con este ejemplo se busca observar el compor-
tamiento de problemas con un alto componente
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reactivo, lo cual aunque no aporta inestabilidad en
la solucion (debido a que su presencia no hace el
operador diferencial no auto adjunto), si incorpora
problemas de exactitud en los resultados numéri-



cos alcanzados con el método Bubnov-Galerkin.
La ecuacion diferencial que modela el problema se
encuentra enunciada en la expresion (35).

2
_d% 40040 5000, _
dxz x dx 2

b
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‘ O Analitico —=— Bubnov-Galerkin —— Petrov—Galerkin‘

Aplicacion del método petrov-galerkin como técnica para la estabilizacion de la solucion en problemas ...

En este caso, a diferencia del caso de estudio 2, el
numero 26F, es muy superior al nimero de P,
por lo que el fendmeno descrito por la ecuacion
diferencial es predominantemente reactivo, tal
como se puede apreciar en la Figura 9, en donde
se ilustra el comportamiento de estos niimeros a
lo largo del dominio del problema para cada una
de las tres mallas empleadas (10, 100 y 1000 ele-
mentos).

bx)
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Figura 8 Solucion obtenida para el caso de estudio 3 empleando Petrov-Galerkin con 10 elementos (arriba-izq),

100 elementos (arriba-der.) y 1000 elementos (abajo)

Al igual que en el caso de estudio 3, para la so-
luciéon Petrov-Galerkin se emplearon valores
optimos de & calculados para cada punto de
integracion. Sin embargo, como se puede apre-
ciar en la figura 10, la aproximacion construida
con este método, aunque estable no logra valo-
res exactos, alcanzando desviaciones tan gran-
des como las obtenidas con la formulacion con-
vencional de elementos finitos. El analisis de la
naturaleza del método de estabilizacion SUPG
permite concluir que la presencia de un término

reactivo fuerte en la ecuacion diferencial no mo-
difica las condiciones para la estabilizacion del
método, es decir, los valores de ®opt y Olgpy
lo cual se evidencia en el comportamiento de las
soluciones alcanzadas en este caso. No obstante,
se observa como la correccion upwind no logra
mejorar el método en cuanto a la exactitud al-
canzada para fenomenos con reaccion dominan-
te, problema que se produce por diferencia en
las magnitudes de diversos términos en la matriz
de rigidez.
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Caso 5: Solucion de un modelo de
adveccion-difusion-reaccion

Dado que muchos fenémenos fisicos deben ser
modelados por sistemas de ecuaciones diferen-
ciales, resulta interesante evaluar el desempefio
del método SUPG para problemas de adveccion-
difusion-reaccion formulados con sistemas de
ecuaciones. En este ejemplo se plantea un sistema
de dos ecuaciones diferenciales acopladas, con
coeficientes constantes y términos de generacion,
las cuales se escriben en la expresion (36).

2

_d +400@+¢1¢2 =e¥
x> dx
2

~ 902 4 400 02 4 20, = 14
dx> dx

01(=3)=0(-3) =1

sujetas a (36)
013)=6,0,(3)=2

Se observa como el término advectivo predomina
ampliamente en ambas ecuaciones, por lo que se
prevé que las aproximaciones obtenidas con la for-
mulacion convencional puedan mostrar inestabili-
dades. Las soluciones alcanzadas con una malla
con 60 elementos se muestra en la figura 11.
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Figura 11 Solucién obtenida con Petrov-Galerkin
para un sistema de dos ecuaciones diferenciales

Aplicacion del método petrov-galerkin como técnica para la estabilizacion de la solucion en problemas ...

En estas graficas se observa un comportamien-
to estable de las aproximaciones para 0] y §;
construidas empleando el método Petrov-Galer-
kin con funciones de forma lineales, una pertur-
bacion constante y un coeficiente & =0y . Por
otro lado, las oscilaciones esperadas en la solu-
cion Bubnov-Galerkin, se hacen mas notorias
aguas abajo sobre la funcion @, que es la region
en donde se presenta una acumulacion del error
favorecida por la presencia de un alto gradiente.

Caso 6: Solucion del modelo de
adveccion-difusion-reaccion en estado
transitorio

En este ejemplo se estudia el comportamiento de
la soluciéon SUPG para problemas transitorios. La
ecuacion (37) define el problema advectivo difu-
sivo dindmico planteado para en este caso.

2
% _ 9% 40090 _ 5
of 9yl

X ox

sujetaa ¢(1)=¢(2) =0 37)

La solucion planteada se desarrollo con 50 ele-
mentos ¢ involucro, al igual que en todos los ca-
sos anteriores, un planteamiento Bubnov-Galerkin
y una aproximacion upwind Petrov-Galerkin para
el problema espacial, asi como una formulacién
de integracion en el tiempo backward-Euler, para
la dimension restante. Se observa en las soluciones
alcanzadas, las cuales se ilustran en la Figura 12,
como las inestabilidades exhibidas por la solucion
convencional se transmiten a lo largo del tiempo,
obteniéndose finalmente una aproximacion esta-
cionaria inestable, que muestra oscilaciones que no
guardan relacion con la naturaleza de la ecuacion
diferencial, como tampoco con las condiciones ini-
ciales del problema. Entre tanto la solucion SUPG
muestra una estabilizacion de la solucién para cada
paso de tiempo, llevando a una respuesta estaciona-
ria muy exacta y libre de falsas oscilaciones.
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Figura 12 Solucion transitoria alcanzada con el método Bubnov-Galerkin (izq) y SUPG (der.) para el caso de

estudio 6

Conclusiones

(1) Se analiz6 el método Streamline Upwind Pe-
trov Galerkin como técnica para la estabilizacion
de la solucion de las ecuaciones diferenciales de
adveccion-difusion-reaccion, se observd como
esta técnica es equivalente a la transformacion
del operador diferencial de la ecuacion de resi-
duos ponderados, el cual pasa a ser un operador
auto adjunto al eliminar el término convectivo
presente inicialmente y causante de la inestabi-
lidad en las soluciones por elementos finitos. Por
otro lado, se analiz6 la naturaleza del método a la
luz de la modificacion de las funciones de peso,
por medio de la adicion de expresiones de per-
turbacion, lo cual lleva a una sobre-ponderacion
de la informacion proveniente de los nodos aguas
arriba, una matriz de rigidez con valores propios
reales y la obtencion de un problema de origen
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variacional, lo que en ultimas es equivalente a la
modificacion del operador diferencial menciona-
da anteriormente. (ii) El andlisis de los ejemplos
numéricos mostrd que el uso de coeficientes de
perturbacion iguales o superiores a Olops permi-
te la estabilizacion de la funcion, aunque valo-
res superiores a Oy reducen drasticamente la
exactitud del método. Para el caso de ecuaciones
diferenciales con coeficientes variables, el uso
de coeficientes de perturbacion optimos calcula-
dos para cada uno de los puntos de integracion del
elemento, permitié alcanzar soluciones altamente
estables y exactas de forma independiente del tipo
de malla empleada. Este ultimo método adaptativo
present6 excelentes resultados tanto para ecuacio-
nes diferenciales independientes, como para siste-
mas acoplados y problemas transitorios. Sin em-
bargo, para problemas con términos convectivos
fuertes (valores de 20FP, muy superiores al nume-



ro £%), no se lograron obtener soluciones exactas
aunque si estabilizadas. El origen de la inexactitud
se atribuye a la diferencia en las magnitudes de
los términos que conforman la matriz g, efec-
to que no esta asociado al problema convectivo,
el cual se observa superado con el empleo de las
funciones de perturbacion. Por ultimo, las prue-
bas realizadas con problemas transitorios mostra-
ron que mientras las inestabilidades se transmiten
en el tiempo hasta la solucion estacionaria en el
caso de aproximaciones convencionales Bubnov-
Galerkin, la solucion Petrov-Galerkin estabiliza
la respuesta en cada uno de los pasos de tiempo,
obteniéndose comportamientos estables y exac-
tos, tanto para cada paso de tiempo como para el
sistema en estado estable.
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