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Resumen

El presente artículo plantea y soluciona el problema de síntesis de posición 
y velocidad de mecanismos de cuatro barras empleando diseño óptimo 
dimensional e implementando algoritmos de optimización no-lineal 
(Programación Cuadrática Secuencial-SQP). El problema de optimización 
se define acorde al tipo de síntesis necesaria: que puede ser generación de 
trayectoria, de función o de velocidad. Esta última con síntesis implícita o 
explicita de trayectoria. La exactitud del algoritmo es evaluada mediante el 
desarrollo de cuatro casos de estudio. El problema de optimización definido, 
junto con el algoritmo de búsqueda empleado permite alcanzar de forma 
simple y en pocas iteraciones la configuración  más adecuada. El desarrollo 
de un problema de síntesis mixta de posición y velocidad, permitió validar la 
eficiencia del algoritmo. 

----- Palabras clave: Mecanismo de cuatro barras, diseño óptimo, 
síntesis, programación cuadrática secuencial.

Abstract

In this work, we have developed and solved the synthesis of position and 
velocity for four bar mechanisms by means of dimensional and optimal 
algorithms of nonlinear optimization (sequential quadratic programming 
SQP). The optimization problem was defined according to the synthesis 
needed: it can be trajectory, function or velocity generation. The velocity can 
be defined with an explicit or implicit trajectory. The optimization problem and 
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the search algorithm used in this work allow reaching the best configuration 
by way of a simple scheme and few iterations. Alternatively, the development 
of a mix synthesis of position and velocity allows us validate the algorithm 
efficiency.

----- Keywords: Four bar linkage, optimum design, synthesis, sequential 
quadratic programming.

Introducción
Erdman y Sandor [1], clasifican la síntesis de po-
sición de mecanismos de eslabonamientos en tres 
tipos: la generación de trayectoria, la generación 
de función y la generación de movimiento. En la 
generación de trayectoria se trata de determinar 
la configuración apta de un mecanismo que per-
mita que un punto del mismo pase por una serie 
de coordenadas predefinidas llamadas puntos de 
precisión. En el segundo tipo de síntesis (gene-
ración de función) se especifica adicionalmente 
un momento en el que debe darse la coincidencia 
de los puntos requeridos y obtenidos. Por último, 
en la generación de movimiento, se busca hacer 
que uno de los miembros del mecanismo alcance 
ciertas posiciones requeridas, tanto en términos 
de la posición del centroide del mismo, como de 
la orientación con respecto a una referencia. El 
mecanismo de cuatro barras es uno de los meca-
nismos de más amplio uso, dada su gran flexibi-
lidad en la generación de trayectorias, funciones 
o movimientos. Sin embargo,  las técnicas gráfi-
cas o analíticas desarrolladas para la síntesis de 
posición no permiten explotar todo el potencial 
de esta flexibilidad, dado que limitan el número 
de puntos de precisión, así como el número de 
posiciones del acoplador como generador de mo-
vimiento [2]. Por otro lado, estos métodos no per-
miten garantizar la movilidad del mecanismo (es 
decir, la ausencia de puntos de agarrotamiento), 
dado que solo permiten asegurar que el mecanis-
mo alcance las posiciones indicadas como posi-
ciones independientes y no como configuracio-
nes dentro de un movimiento continuo. Debido a 
lo anterior, se han desarrollado múltiples trabajos 
con el fin de desarrollar métodos computaciona-
les para la síntesis de este tipo de mecanismos. 
Muchas de estas técnicas enfocan el problema 

de la síntesis de posición como un problema de 
optimización, en donde se requiere la minimiza-
ción de una función de error. El primer trabajo 
de síntesis de un mecanismo de eslabonamientos, 
enfocado como un problema de optimización, fue 
planteado por Fox y Willmert [3], en este traba-
jo se plantea como función objetivo la diferencia 
entre las áreas definidas por una curva  de trayec-
toria deseada y otra obtenida. Posteriormente, se 
encuentran los trabajos de Cossalter [4], Baktha-
vachalam y Kimbrell [5]  Youssef [6], a los cuales 
es importante hacer referencia. Este último plan-
tea tres tipos de función objetivo: la suma de los 
cuadrados de las distancias entre el punto reque-
rido y el obtenido, la suma de los valores absolu-
tos de estas distancias y la diferencia de las áreas 
definidas por las trayectorias respectivas. Kramer 
y Sandor [7], aportan nuevos elementos al definir 
una zona de tolerancia en la coincidencia de los 
puntos. En este trabajo se plantea que no es re-
querida una coincidencia total de los puntos, pues 
de todas formas existen limitantes de manufac-
tura que impedirán el cumplimiento estricto de 
dicho requerimiento. Este concepto fue retomado 
por Krishnamurthi [8], quien emplea lógica difu-
sa para la solución del problema de optimización 
adjunto.

La síntesis óptima de mecanismos de cuatro ba-
rras reviste varios problemas asociados con la na-
turaleza misma de la solución numérica. El pri-
mero de ellos es la relación entre punto de partida 
escogido para la primera iteración, con el tipo de 
mínimo alcanzado (local o global). Un segundo 
problema se relaciona con el costo computacio-
nal de los procesos de búsqueda de los puntos 
estacionarios y la posibilidad de convergencia de 
los algoritmos.  Diversas publicaciones presentan 
métodos no basados en gradiente los cuales bus-
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can garantizar la localización de un mínimo glo-
bal. Estos métodos contemplan, en muchos de los 
casos, el uso de algoritmos genéticos, tal como 
en [9, 10, 11, 12]; o de redes neuronales, como 
en [13, 14].  Por otro lado,  diversos trabajos se 
orientan a la reducción del costo computacional 
del proceso, empleando técnicas como la reduc-
ción del espacio de diseño [15, 16], o la desvia-
ción controlada [17], entre otras. Así mismo, otros 
trabajos incorporan los aspectos relacionados con 
el aseguramiento de la convergencia del proceso, 
tal como en [18], empleando incluso análisis con 
variables estocásticas, en los cuales se busca mi-
nimizar la desviación estándar de un error [19]. 
Comparativamente, se encuentran muy pocos 
trabajos destinados a estudiar la síntesis dinámi-
ca en los mecanismos de cuatro barras como un 
problema de optimización, entre estos se pueden 
mencionar los presentados en [20, 21, 22, 23]. 
A este respecto, resulta importante mencionar el 
trabajo de Fox y Willmert [3], además de otros 
trabajos, en los cuales se emplean consideracio-
nes dinámicas de carga con el fin de restringir las 
configuraciones geométricas que inducen posi-
ciones de agarrotamiento.
En el presente trabajo se plantea la implemen-
tación del diseño óptimo dimensional para la 
síntesis de posición y velocidad en mecanismos 
de cuatro barras, empleando una técnica de op-
timización no lineal, tal como la programación 
cuadrática secuencial (SQP – Secuential Qua-
dratic Programming). El algoritmo desarrollado 
permite reunir simultáneamente requerimientos 
de posición y velocidad para la síntesis de me-
canismos de cuatro barras, en la generación de 
trayectorias o funciones. El mismo contempla 
consideraciones para evitar las configuraciones 
que no cumplen con la desigualdad de Grashof, 
lo cual garantiza la funcionalidad de la solución 
obtenida. En la primera parte del documento se 
expone brevemente la cinemática del mecanismo 
de cuatro barras, siguiendo el método de los lazos 
vectoriales presentado en [2]. Posteriormente se 
plantea el problema de optimización, de acuerdo 
al tipo de síntesis a realizar y el número de varia-
bles de diseño (o grados de libertad) implicadas 
en el problema. Por último se analizan diversos 

casos de estudio, evaluando la precisión en los re-
sultados y la eficiencia en el proceso. En la parte 
final del artículo se exponen las conclusiones del 
trabajo desarrollado.

 Cinemática del mecanismo de 
cuatro barras

En un mecanismo de eslabonamientos como el de 
cuatro barras, el análisis cinemático puede reali-
zarse por medio de un esquema de lazos vectoria-
les, tal como se muestra en la figura 1. De acuerdo 
a esta técnica, cualquier posición del mecanismo 
mantiene la ecuación vectorial (1).

 4132 rrrr  +=+  (1)

Figura 1 Esquema de lazos vectoriales para un 
mecanismo de cuatro barras
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Esta expresión vectorial puede ser operada, de 
modo que se pueda conocer la posición angular (
θ  ) de cada uno de los eslabones 3 y 4 (llamados 
normalmente acoplador y balancín), para una 
posición angular dada del eslabón 2 (normalmente 
llamado manivela). Las ecuaciones (2) y (3) 
definen la relación entre los ángulos θ 3  y θ 4  en 
términos de posición angular del eslabón 2 ( 2θ ) , 
respectivamente [2]. 

  (2)

  (3)

Donde los parámetros A, B, C, D, F están defini-
dos en las ecuaciones (4) a (8)  [2]:

 32212 coscos KKKA +−−= θθ  (4)

 2sin2 θ−=B  (5)

 3221 cos)1( KKKC ++−= θ  (6)                

 52412 coscos KKKD ++−= θθ  (7)

 5241 cos)1( KKKF +−+= θ  (8) 

Mientras que los parámetros adimensionales K se 
presentan en las expresiones (9) a (13) [2]:
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En estas últimas expresiones r1, r2, r3 y r4 son las 
longitudes de los eslabones del mecanismo, de 

acuerdo con la convención mostrada en la figura 
1.  El signo ± observado en las expresiones (2) y 
(3) indica la posibilidad de obtener una configu-
ración abierta o cerrada en el mecanismo. 

De esta forma, la posición de un punto P ubicado 
sobre el acoplador puede expresarse a partir de 
las coordenadas Xp y Yp, descritas en las ecuacio-
nes (14) y (15) y acotadas en la figura 1.

 axxX p ++= 32  (14)

 byyYp ++= 32   (15)

Las dimensiones 3322 ,,, yxyx  pueden ser cal-
culadas por medio de las expresiones (16) a (19), 
respectivamente [11].

 [ ]121222 coscos θθθθ sensenrx −=   (16)           

 [ ]121222 coscos θθθθ sensenry +=     (17)

 (18)

 (19)

donde rp representa la distancia desde el punto P 
hasta la junta manivela-acoplador, αp denota la 
orientación relativa del vector pr , tal como se 
muestra en la figura 1; en tanto que a y b son las 
coordenadas del punto de giro de la manivela.

En cuanto a las expresiones de velocidad, un tér-
mino para la velocidad angular del acoplador se 
puede obtener derivando la expresión vectorial 
(1), con lo que se llega a la expresión (20) [2].
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De esta forma, el punto P ubicado sobre el aco-
plador tendrá una velocidad lineal definida, en sus 
componentes rectangulares, por la ecuación (21).

 (21)

Planteamiento de la síntesis de posición 
y velocidad como un problema de 

optimización dimensional

Un problema de optimización dimensional puede 
ser definido como la cuantificación un grupo de 
variables de diseño que permite alcanzar un des-
empeño crítico en un sistema. Dicho desempeño 
se expresa por medio de una función objetivo y 
cumple con ciertas restricciones o requerimientos 
de diseño.  Dado que la definición del problema de 
optimización depende del tipo de síntesis requerida 
y del número de variables de diseño involucradas 
(grados de libertad del problema), se presentan a 
continuación diversos planteamientos para la fun-
ción objetivo y las restricciones empleadas.

Síntesis de posición para la generación 
de trayectoria

Considerando un mecanismo de cuatro barras 
como un sistema generador de trayectoria (ver 
figura 2), el problema de síntesis de posición se 
limita a determinar las dimensiones adecuadas de 
las barras, que hacen que un punto P conocido se 
ubique en algún momento, durante un ciclo de la 
manivela, sobre cada uno de los puntos de preci-
sión definidos. Bajo este enfoque, el problema de 
optimización contiene solamente cuatro variables 
de diseño (r1, r2, r3 y r4). No obstante, este tipo de 
planteamiento, restringido en grados de libertad, 
no permite la síntesis de mecanismos con trayec-
torias complejas, como por ejemplo el caso de los 
dos segmentos rectos de la figura 2. Así mismo, 
este limitado planteamiento no ofrece la posibili-
dad de imponer un orden en el seguimiento de los 
puntos de precisión durante el ciclo de la manive-
la (generación de función).

Con el fin de solucionar la primera de las limitan-
tes mencionadas anteriormente, se pueden adicio-
nar  cinco variables de diseño o grados de libertad 

a la síntesis. Dos de estas variables se relacionan 
con la posibilidad de dar un corrimiento (offset) 
del centro de giro de la manivela con respecto al 
origen del sistema coordenado global X-Y (ver pa-
rámetros a y b en la figura 1). Una tercera variable 
incorpora la posibilidad de introducir una inclina-
ción al vector posición 1r


 (ver parámetro 1θ  en 

la figura 1), en tanto que las últimas dos permiten 
parametrizar la posición del punto P  respecto a la 
junta articulada de la manivela y el acoplador (ver 
variables ppr α,  en la figura 1). La incorporación 
de estos grados de libertad adicionales a la síntesis, 
agregará nuevas configuraciones del mecanismo 
al dominio de diseño, las cuales permiten alcanzar 
trayectorias complejas y diversas. 

Figura 2 Generación de trayectoria con múltiples 
puntos de precisión empleando un mecanismo de 
cuatro barras

Así, la síntesis de trayectoria puede ser expresada 
como un problema de optimización tal como se 
muestra en (22).

min  ( )barrrrrf pp ,,,,,,,, 14321 θα  (22)

donde f describe cualquier función objetivo que 
defina una métrica de la cercanía de las coordena-
das de los puntos requeridos con respecto a la tra-
yectoria descrita por el punto P durante un ciclo 
de la manivela. Esta función normalmente tiene 
la forma de una función de error [6]. En primera 
instancia, se puede definir una función de error 
mediante la sumatoria de los cuadrados de las 
distancias mínimas entre cada uno de los puntos 
de precisión y la trayectoria generada por el pun-
to P, tal como se plantea en la ecuación (23).
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2
14321 ,,,,,,,, θα  (23)

donde di es la mínima distancia entre el i-ésimo 
punto de precisión y la trayectoria generada por 
el mecanismo dimensionado (figura 3); en tanto 
que n es el número de puntos de precisión em-
pleados para la síntesis.

Dado que este planteamiento puede llevar a me-
canismos con posiciones intermedias de agarrota-
miento, es decir, configuraciones en las que es im-
posible ir desde un punto de precisión al siguiente, 
se hace necesario introducir en el problema nuevas 
restricciones que limiten correctamente el espacio 
de solución. La primera restricción introducida, se 
trata de la ley de Grashof, la cual permite asegurar 
la rotación completa de por lo menos uno de los 
elementos del mecanismo. Esta condición se ex-
presa por medio de la inecuación (24).

Figura 3 Definición de la distancia mínima entre el 
punto de precisión requerido y la trayectoria trazada

 03241 ≤−−+ llll   (24)

donde l1 es la mayor de las longitudes de los es-
labones, l4 es la menor de las longitudes de los 
eslabones, en tanto que l2 y l3 son las longitudes 
de los dos eslabones restantes. 

De igual forma se necesita limitar el dominio de 
diseño de manera que se eliminen las longitudes 

de eslabones negativas, así como las longitudes 
que excedan un valor  máximo definido por el di-
señador. Reuniendo lo anterior, además de otras 
consideraciones geométricas, el problema de op-
timización ahora se puede escribir tal como en la 
expresión (25).

 (25)

Donde rmax, rpmax, amin, amax, bmin, y bmax, definen los 
valores limites superior e inferior de las variables 
de diseño correspondientes.

Síntesis de posición para la generación 
de función

En este segundo tipo de síntesis de posición, tal y 
como se mencionó anteriormente, adicionalmen-
te se desea definir el momento durante el ciclo 
de funcionamiento del mecanismo (normalmen-
te definido por medio de la posición 2θ ) en el 
que se debe dar la coincidencia entre un punto 
de precisión definido y la posición alcanzada por 
el punto P . Considerando lo anterior, ahora se 
pueden plantear como requerimientos iniciales 
del diseño: las coordenadas YX −  del punto 
de precisión y el ángulo 2θ  en el que debe pasar 
la trayectoria sobre este. Lo anterior implica un 
pequeño cambio en la función objetivo, la cual 
ahora puede escribirse como la sumatoria del 
cuadrado de la distancia entre dos puntos clara-
mente definidos: el punto de precisión requerido 
y el punto P en el instante 2θ  declarado. Así, el 
problema de optimización se puede escribir ahora 
por medio de la ecuación (26).
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 (26)                   

Donde Xi y Yi son las coordenadas del i-ésimo 
punto de precisión, mientras que XPi y YPi  son 
las coordenadas del punto P en el instante re-
querido  θ2.

Síntesis de velocidad

El problema de síntesis de velocidad en un me-
canismo de cuatro barras es enfocado aquí, como 
la determinación de un conjunto de parámetros 
geométricos y cinemáticos del mecanismo que 
permiten que un punto definido del acoplador P 
cumpla con una magnitud de velocidad reque-
rida en un momento dado, éste último definido 
mediante la posición del segundo eslabón (θ2), 
dentro de un ciclo completo de la manivela. 
Aunque geométricamente se conservan algunas 
de las mismas variables de diseño empleadas en 
el caso de la síntesis de posición, se hace ne-
cesario ahora definir una variable adicional, la 
velocidad angular de la manivela (ϖ2). Es de 
notar que aunque se puede asumir esta veloci-
dad variable dentro de un ciclo de movimiento 
del segundo eslabón, resulta una condición más 
simple desde el punto de vista del control de 
movimiento del sistema, considerar el valor de 
esta velocidad constante. 

Siguiendo estas nuevas consideraciones, la ecua-
ción (27) define el problema de síntesis de velo-
cidad en un mecanismo de cuatro barras como un 
problema de optimización.

 (27)

Donde PxiV  y PyiV  son las componentes rectan-
gulares de la velocidad del punto P  en el instan-
te 2θ ,  y  son las componentes de veloci-
dad buscadas en ese mismo instante, en tanto que 

minω  y maxω  son los valores límites que pue-
de adoptar la velocidad angular 2ω . Obsérvese 
como se han excluido las variables de diseño a  y 
b , dado que no influyen en el comportamiento de 
la magnitud de la velocidad del punto P . Resulta 
claro que esta función de error no solo busca la 
coincidencia de la magnitud de la velocidad, sino 
de cada una de las componentes por separado, es 
decir, también incorpora la dirección de la velo-
cidad al problema de síntesis, lo cual se puede 
entender en últimas como una forma de restringir 
la trayectoria a través de sus direcciones tangen-
tes en puntos específicos. Una forma más simple 
de función objetivo podría ser la enunciada en la 
ecuación (28).

  (28)

Síntesis mixta de posición y velocidad

Este problema de síntesis es poco estudiado den-
tro de los trabajos desarrollados alrededor de este 
tema. En este artículo se atacará este tópico como 
un problema de optimización multiobjetivo con 
ponderación complementaria sobre cada una de 
las funciones y el cual reunirá elementos de los 
dos problemas de síntesis previos. En este caso 
la síntesis se definirá como la búsqueda de un 
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conjunto de variables geométricas y cinemáticas 
del mecanismo que permitan que un punto P , 
ubicado en el acoplador, alcance la posición defi-
nida por n  puntos de precisión, y que además en 
dichos instantes (definidos mediante la posición 

2θ ) este punto cumpla con ciertos requerimien-
tos de velocidad. De esta forma, el problema de 
minimización en este caso se define mediante la 
expresión (29).

Donde ξ es el factor de ponderación que discri-
mina la importancia del ajuste de la velocidad 
con respecto al de la posición. Obsérvese como 
la diferencia entre las normas de las velocidades 
y de las distancias han sido normalizadas para 
evitar que el orden de magnitud de las variables 
ejerza influencia sobre el peso de alguno de los 
dos problemas incluidos dentro de la función 
objetivo. 

  (29)

Procedimiento numérico y 
resultados alcanzados

Como resulta claro del planteamiento de los tres 
problemas de síntesis enunciados anteriormente, 
el desarrollo de los mismos requiere procedi-
mientos de optimización no lineal, para lo cual 
se seleccionó el método de la programación cua-
drática secuencial (SQP-Sequential Quadratic 
Programming), dada su estabilidad y eficiencia 
en este tipo de problemas. El método de la SQP 
desarrolla los problemas no-lineales convirtién-
dolos en sucesivos y simples problemas de opti-
mización, en donde en cada uno de estos se hace 
una  aproximación cuadrática de la función obje-
tivo y una linealización de las restricciones im-
plicadas. El lenguaje de programación empleado 
para el desarrollo del código fue Matlab, dada la 
facilidad para implementar los algoritmos reque-
ridos, empleando los recursos ofrecidos por las 
herramientas de optimización con las que cuen-
ta dicho paquete (Optimization Toolbox 3.0). A 
continuación se presentan cuatro casos de estudio 
desarrollados para la síntesis en mecanismos de 
cuatro barras.

Caso 1: síntesis de posición con 
generación de trayectoria lineal

En este caso se plantea la determinación de los 
parámetros dimensionales de un mecanismo de 
cuatro barras, en el cual un punto buscado del 
acoplador debe pasar por los puntos de precisión 
definidos mediante las coordenadas presentadas 
en la tabla 1. Como se puede observar, estas co-
ordenadas definen un segmento de recta vertical, 
lo que representa una trayectoria de mediana 
complejidad para ser alcanzada por este tipo de 
mecanismo.

Tabla 1 Coordenadas de los puntos de precisión 
definidos para el caso de estudio 1

X 20 20 20 20 20 20

Y 20 25 30 35 40 45

El acotamiento completo del problema implica la 
definición de los valores superior e inferior para 
cada una de las variables de diseño. Los valores 
definidos para estas restricciones se muestran en 
la tabla 2.
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Tabla 2 Valores limites superior e inferior definidos para las variables de diseño

Variable r1 r2 r3 r4 rp a b
1θ [°] pα [°]

Valor inferior 1 1 1 1 -60 -60 -60 0 0

Valor superior 60 60 60 60 60 60 60 180 180

El algoritmo empleado utiliza cuatro criterios de 
convergencia los cuales se definen a continua-
ción:

- MaxFunEvals: Define el máximo número 
de veces que el algoritmo puede evaluar la 
función objetivo. Un llamado adicional a la 
función objetivo implica la finalización de la 
búsqueda sin alcanzar una solución.

- MaxIter: Define el máximo número de itera-
ciones que puede realizar el algoritmo. Una 
iteración adicional implica la finalización de 
la búsqueda sin alcanzar una solución.

- TolFun: Esta cantidad define la tolerancia de 
convergencia asociada con la variación en el 
valor de la función objetivo. Una variación 
por debajo de esta cantidad lleva a una fina-
lización exitosa de la búsqueda. 

- TolX: Esta cantidad define la tolerancia de 
convergencia asociada con la variación en el 
valor de las variables de diseño. Una varia-
ción por debajo de esta cantidad lleva a una 
finalización exitosa de la búsqueda. 

Los valores definidos para cada uno de estos cri-
terios de parada del algoritmo de búsqueda, se 
definen para el caso de estudio 1 en la tabla 3.

Tabla 3 Valores definidos para los criterios de convergencia en el caso de estudio 1

Criterio MaxFunEvals MaxIter TolFun TolX

Valor 1.500 700 0,001 0,001

El empleo del método de la programación cua-
drática secuencial permitió alcanzar la solución 
de este problema de síntesis empleando 38 itera-
ciones y 724 llamados a la función objetivo. Los 
valores finales para cada una de las variables de 
diseño se muestran en la tabla 4, en tanto que el 
gráfico del comportamiento de la función obje-
tivo se muestra en la figura 4. En la figura 5 se 
muestra un gráfico con la posición de los puntos 
de precisión requeridos y las posiciones alcanza-
das por el mecanismo encontrado. En la figura 6 
se observa el error de posición (distancia entre 
puntos) generado para cada uno de los seis pun-
tos de precisión requeridos en este caso. Figura 4 Comportamiento de la función objetivo 

durante la solución del caso de estudio 1
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Tabla 4 Valores finales de las variables de diseño para el caso de estudio 1

Variable r1 r2 r3 r4 rp a b
1θ [°] pα [°]

Valor final 24,5 29,6 59,7 56,0 7,2 -9,4 26,4 38,3 70,9

Figura 5 Resultados alcanzados para el caso de 
estudio 1: ubicación de los puntos de precisión y los 
puntos alcanzados

En este caso se expone un problema de síntesis 
de posición de mayor complejidad. Se trata de la 
síntesis de una trayectoria conformada por dos 
segmentos de recta no alineados. Las coordena-
das de los puntos de precisión definidos para este 
caso se muestran en la tabla 5. La solución de 
este problema, mostrada en la tabla 6, requirió 
el aumento del parámetro MaxFunEvlas a 5.000 

evaluaciones, en tanto que la misma se alcanzó 
después de 138 iteraciones y 3.242 llamados a 
la función objetivo. En la figura 7 se observa el 
comportamiento de la función objetivo durante el 
proceso de búsqueda, en la figura 8 se muestra la 
ubicación de los puntos de precisión requeridos 
y de los puntos alcanzados por el mecanismo en-
contrado, mientras que en la figura 9 se observa 
el error de posición discreto (distancia entre pun-
tos) para los ocho puntos de precisión definidos.

Figura 6 Valor discreto del error absoluto de posición 
encontrado para cada uno de los puntos de precisión 
en el caso de estudio 1

Caso 2: síntesis de posición con 
generación de trayectoria para dos 

segmentos de recta

Tabla 5 Coordenadas de los puntos de precisión 
definidos para el caso de estudio 2

X 5 7,5 10 12,5 15 20 25 30

Y 5 7,5 10 12,5 15 13,5 12 10
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Tabla 6 Valores finales de las variables de diseño para el caso de estudio 2

Variable r1 r2 r3 r4 rp a b
1θ [°] pα [°]

Valor final 46,7 48,2 58,2 56,7 38,9 -11,7 37,8 13,2 45,7

Figura 7 Comportamiento de la función objetivo 
durante la solución del caso de estudio 2

Caso 3: síntesis de velocidad, con 
síntesis implícita de trayectoria

En este caso se plantea la síntesis de un mecanis-
mo de cuatro barras, a partir de la definición de 
las componentes rectangulares de velocidad que 
debe alcanzar un punto del acoplador durante al-
gún instante, dentro de un ciclo de movimiento de 
la manivela. En la Tabla 7 se presentan las com-
ponentes de velocidad requeridas para los seis 
puntos de precisión. Es de observar que la selec-

ción de la expresión (22) como función objetivo, 
implica el dimensionamiento del mecanismo con 
el fin de alcanzar cada una de las componentes de 
velocidad deseadas, y no simplemente una mag-
nitud de velocidad resultante. 

Tabla 7 Valores de las componentes de velocidad 
definidas para el caso de estudio 3

Vxp 15,0 14,5 13,0 10,6 7,5 3,9

Vyp 5,0 6,5 8,4 11,0 14,2 18,5

Este tipo de síntesis de velocidad contiene de 
forma implícita un problema de síntesis de tra-
yectoria, en el que se define de manera previa 
las pendientes que debe tomar la trayectoria, en 
algún punto del ciclo de movimiento del meca-
nismo. Dado que este problema involucra una 
variable de diseño más que en los dos casos ante-
riores ( 2ω ), se hace necesario plantear dos nuevas 
restricciones asociadas a esta variable, un valor 
máximo igual a 60 rad/s y un mínimo igual a -60 
rad/s. Las demás restricciones se mantienen en 
sus valores establecidos para los casos de estudio 
previo. En la Tabla 8 se definen los valores em-
pleados como criterios de convergencia para este 
caso de estudio.

Tabla 8 Valores definidos para los criterios de convergencia en el caso de estudio 3

Criterio MaxFunEvals MaxIter TolFun TolX

Valor 30.000 15.000 1E-06 1E-06

La convergencia de la solución a este problema 
es alcanzada después de 82 iteraciones y 1.397 
llamados a la función objetivo. La tabla 9 mues-
tra los valores finales de las variables de diseño, 
mientras que en la figura 10 se muestra el com-

portamiento de la función objetivo a lo largo de 
todo el proceso de búsqueda. En la figura 11 se 
muestran los valores alcanzados para las com-
ponentes rectangulares de velocidad sobre cada 
uno de los puntos de precisión, en tanto que la 
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figura 12 muestra el error absoluto de velocidad 
(cuadrado de la función objetivo), calculado 
para cada uno de los seis puntos de precisión 

Tabla 9 Valores finales de las variables de diseño para el caso de estudio 3, con 2ω  expresada en rad  por 
unidad de tiempo

Variable r1 r2 r3 r4 rp 1θ [°] pα [°] 2ω

Valor final 15,0 18,6 19,6 16,1 29,6 14,5 105,3 -0,6

empleados. Por ultimo, en la figura 13 se mues-
tra la trayectoria seguida por el punto del aco-
plador encontrado.

Figura 8 Resultados alcanzados para el caso de 
estudio 2: ubicación de los puntos de precisión y los 
puntos alcanzados

Figura 9 Valor discreto del error absoluto de posición 
encontrado para cada uno de los puntos de precisión 
en el caso de estudio 2

Figura 10 Comportamiento de la función objetivo 
durante la solución del caso de estudio 3
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Figura 11 Resultados alcanzados para el caso 
de estudio 3: valores definidos y alcanzados para 
las componentes de velocidad (  son las 
componentes de velocidad requerida, en tanto que  

ypaxpa VV −  son las componentes de velocidad 
alcanzadas)

Caso 4: síntesis de velocidad, con 
síntesis explícita de trayectoria

En este caso se definen de manera explícita y si-
multánea dos condiciones diferentes para la sín-

tesis del mecanismo, ambas con igual peso sobre 
la función objetivo total ( 5,0=ξ ). La primera se 
refiere a una condición de velocidad en diferen-
tes puntos, mientras que la segunda se relaciona 
con las coordenadas para los puntos de precisión 
asociados con dichas velocidades. Este caso se 
denominará síntesis de velocidad con síntesis ex-
plícita de posición. Los requerimientos de diseño 
para este problema se encuentran relacionados 
en la tabla 10. En este caso, la convergencia del 
proceso, alcanzada después de 262 iteraciones y 
5.040 llamados a la función objetivo, permite en-
contrar los valores para las variables de diseño 
consignados en la tabla 11. El valor de la función 
objetivo para cada una de las iteraciones del pro-
ceso se grafica en la figura 14. Es de notar que 
para este caso los parámetros de convergencia se 
mantuvieron iguales a los empleados en el caso 
de estudio anterior. La ubicación de las coor-
denadas de los puntos alcanzados, así como las 
magnitudes de las componentes de velocidad en 
dichos puntos, se muestran en la figura 15. De la 
misma forma los valores para el error absoluto, 
tanto de posición como de velocidad, sobre cada 
uno de los puntos de precisión son mostrados en 
la figura 16. 

Tabla 10 Coordenadas de los puntos de precisión y valores de las componentes de velocidad definidas para el 
caso de estudio 4

X 52,21 45,16 26,01 -0,14 -26,25

Y -0,96 -26,29 -45,36 -52,30 -45,25

Vxp -0,36 -12,84 -22,25 -25,70 -22,24

Vyp -25,67 -22,25 -12,85 0,01 12,86

Tabla 11 Valores finales de las variables de diseño para el caso de estudio 4, con 2ω  expresada en rad  por 
unidad de tiempo

Variable r1 r2 r3 r4 rp a b
1θ [°] pα [°] 2ω

Valor final 39,3 55,7 43,5 59,6 3,4 -0,5 0,4 180 0,9 -0,5
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Figura 12 Valor discreto del error absoluto de 
velocidad encontrado para cada uno de los puntos de 
precisión en el caso de estudio 3

Figura 13 Trayectoria descrita por el punto del 
acoplador encontrado para el caso de estudio 3

Conclusiones
Se desarrolló un algoritmo para la solución del 
problema de síntesis de posición y velocidad para 
mecanismos de cuatro barras empleando una téc-
nica de optimización no-lineal como la progra-
mación cuadrática secuencial (SQP). El empleo 
del SQP permitió la síntesis de posición para la 
generación de trayectorias complejas, como por 

ejemplo las definidas por medio de uno y dos 
segmentos de recta con múltiples puntos de pre-
cisión. Así mismo, el planteamiento construido 
permite el desarrollo de problemas de síntesis de 
velocidad, los cuales incluyen implícita o explí-
citamente un problema de síntesis de trayectoria. 
Para todos los casos presentados, la convergencia 
del algoritmo se dio antes de 300 iteraciones, lo 
cual estima tiempos computacionales reducidos, 
inferiores a los 15 s empleando un procesador de 
1.5GHz de velocidad. Adicionalmente, se obser-
va como los problemas que implican algún tipo 
de síntesis de velocidad, exigen un mayor núme-
ro de iteraciones para alcanzar la convergencia. 

 

Figura 14 Comportamiento de la función objetivo 
durante la solución del caso de estudio 4
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Figura 15 Resultados alcanzados para el caso 
de estudio 4: valores definidos y alcanzados para la 
síntesis de posición y velocidad ( ypxp VV −  son las 
componentes de velocidad requerida, en tanto que  

ypaxpa VV −  son las componentes de velocidad 
alcanzadas)

En general, tal como resulta natural de cualquier 
método de optimización basado en gradiente, la 
solución al problema de síntesis empleando SQP 
resulta altamente sensible a la posición del punto 
inicial o valor semilla, encontrándose diferentes 
puntos estacionarios o mínimos locales para di-
ferentes puntos de arrancada. Sin embargo, la so-
lución implementada logra superar esta limitante 
calculando diferentes soluciones de forma conse-

cutiva, empleando diferentes puntos de arranca-
da, los cuales son seleccionados aleatoriamente 
dentro del dominio de diseño definido; de modo 
que la solución final es seleccionada empleando 
el criterio del menor valor en la función objeti-
vo. Al respecto, resulta importante aclarar que 
tanto el número de iteraciones requerido para la 
convergencia, como los tiempos reportados an-
teriormente, obedecen únicamente a la solución 
final seleccionada y no al conjunto de soluciones 
requeridas para buscar el mínimo global.

Figura 16 Valor discreto de la función objetivo y los 
errores absolutos de posición y velocidad encontrados 
para cada uno de los puntos de precisión en el caso 
de estudio 4
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