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Resumen

La microscopía de fuerza electrostática es una técnica de medición de 
propiedades eléctricas locales de materiales. Las mediciones de gradiente 
de fuerza eléctrica sobre muestras dieléctricas son sensibles no sólo a la 
distribución de carga inicial en la misma sino también a la carga inducida por 
la punta de prueba conductora. Interpretar las contribuciones de cada efecto 
de forma independiente constituye un reto vigente de la técnica. Se introduce 
un modelo teórico que permite estudiar los efectos de carga e inducción para 
muestras y puntas de prueba con geometrías reales. El mismo modelo a partir 
de mediciones de gradiente de fuerza estima la carga inicial de la muestra. Las 
estimaciones de gradiente de fuerza reproducen mediciones experimentales 
realizadas en muestras dieléctricas cargadas.

----- Palabras clave: Electrostática, inducción de carga, gradiente 
de fuerza, AFM, EFM, electret, cantilever, viga voladiza, dieléctricos 
cargados

Abstract

Electric force microscopy is a local technique for measuring electrical 
properties of materials. The electrostatic force gradient measurements on 
dielectric samples are sensitive not only to the initial charge distribution in 
the sample but also to the charge induced by the conductive bias cantilever. 
Interpreting the contribution of each single effect on the charge distribution 
images is a challenge in the existing EFM technique. Here, a theoretical model 
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is introduced to study the charge and induction effect on charged dielectric 
samples and commercial geometries for EFM tips. This model estimates the 
initial charge of the sample based on force gradient measurements. Gradient 
force results reproduce experimental measurements performed on electrets 
samples.

----- Keywords: Electrostatics, charge induction, force gradient, AFM, 
EFM, electret, cantilever 

Introducción 
La microscopía de barrido (SPM por sus siglas 
en inglés, Scanning Probe Microscopy) permi-
te medir las propiedades electromecánicas de 
muestras micro y nanométricas con alta preci-
sión. Una de las técnicas, ampliamente conocida, 
es microscopía de fuerza atómica (AFM por sus 
siglas en inglés, Atomic Force Microscopy). El 
AFM además de realizar las medidas de topogra-
fía y fuerza sobre muestras, mide potenciales y 
campos electrostáticos, relacionados con la car-
ga, independientemente de la resistividad de la 
muestra; a esta extensión del AFM, se le conoce 
como microscopía de fuerza electrostática (EFM 
por sus siglas en inglés, Electrostatic Force Mi-
croscopy) [1,2].

La técnica EFM requiere de una viga voladiza 
(cantilever en inglés) en cuyo extremo se adhie-
re una punta de prueba metálica con el objetivo 
de medir las distribuciones de carga. Un control 
de posicionamiento barre la muestra que yace so-
bre una base a un potencial de referencia y va 
registrando la interacción eléctrica punto a punto. 
En uno de los modos de operación más usados la 
viga voladiza es excitada mecánicamente y os-
cila a su frecuencia de resonancia a un potencial 
V0 constante, método conocido como gradiente 
de campo eléctrico. En cada posición se regis-
tra el cambio de frecuencia de la viga voladiza 
con respecto a su frecuencia de resonancia, pro-
ducida por la interacción electrostática punta-
muestra. La distancia punta-muestra se mantiene 
a una distancia constante durante el barrido, lo 
suficientemente lejos para que predominen las 
fuerzas electrostáticas (Lift Mode). Una de las 
ventajas más significativas de este tipo de prue-
bas es que son no destructivas y poco invasivas 

[1-4]. Por su capacidad para estudiar muestras no 
conductoras, la técnica EFM se hace imprescin-
dible para el estudio de las propiedades eléctricas 
de materiales dieléctricos a pequeña escala. Para 
modelar las interacciones entre la punta de prue-
ba de la viga voladiza y una muestra dieléctrica 
se han desarrollado diferentes modelos teóricos 
en los últimos años. En ellos, se busca reproducir 
la geometría de la punta de prueba con gran pre-
cisión debido al largo alcance de las fuerzas elec-
trostáticas. Sin embargo, la muestra casi siempre 
se toma como una lámina dieléctrica delgada sin 
carga inicial, despreciando cualquier tipo de cur-
vatura de la misma y los efectos de carga [5-9].

En este artículo se presenta un modelo más com-
plejo que toma en cuenta la interacción electros-
tática entre una muestra dieléctrica semiesféri-
ca con carga superficial inicial constante y una 
punta de prueba cónica. Así, se pueden estudiar 
dieléctricos cargados (electrects) no planos y pre-
decir el comportamiento del gradiente de fuerza 
en función de la carga inicial. Además, se esta-
blece la influencia de la inducción de carga de 
la punta de prueba sobre este tipo de muestras, 
lo cual es una pregunta vigente en la comunidad 
científica. Posteriormente, se obtiene la solución 
numérica del cambio de frecuencia con respecto 
a la frecuencia de resonancia de la viga voladiza 
y se compara con resultados experimentales ba-
sados en modo de medición de gradiente de cam-
po eléctrico [5, 10]. 

Modelo teórico
Uno de los mayores problemas que se presentan 
cuando se modela la interacción electrostática en 
un AFM es tener en cuenta geometrías reales de la 
punta de prueba y la muestra ya que generalmen-
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te los modelos asumen geometrías simplificadas. 
Por ejemplo, se usan modelos de placas infinitas 
paralelas para describir el sistema punta-muestra 
en cuyo caso se supone un campo eléctrico cons-
tante y se pierde el efecto de la geometría [11]. 
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Figura 1 Vista 2D del modelo de sistema: punta de 
prueba conductora cónica con potencial V0 y muestra 
semiesférica dieléctrica de radio a y constante 
dieléctrica ke sobre un plano de tierra infinito. La 
distancia punta-muestra es d0 y el radio de punta R. El 
ángulo de la sección cónica es α 

En la figura 1 se muestra el modelo desarrolla-
do que toma en cuenta geometrías no planas de 
la muestra y comerciales de la punta [4, 12]. La 
punta de prueba se modela en su extremo como un 
cascarón esférico de radio R unido a una superfi-
cie cónica con α como ángulo mitad. La muestra 
se considera una semiesfera dieléctrica de radio a 
y permitividad relativa ke sobre un plano de tierra 
conductor infinito (en los montajes experimenta-
les, la muestra es generalmente mucho menor que 
el porta muestras). Además, se añade al modelo 
una densidad de carga inicial en la superficie del 
dieléctrico con lo cual se reproduce una muestra 
dieléctrica cargada. Se considera que la punta de 
prueba esta a una distancia d0 de la muestra y que 
se aplica un potencial V0 a la misma.

El modelo tiene en cuenta el principio de super-
posición en la teoría electrostática para dividir el 

problema original en varios sub-problemas más 
simples y sumar las contribuciones de cada uno 
de ellos [13]. Tomando en cuenta lo anterior, se 
discretiza la punta en un conjunto de anillos. Pos-
teriormente se resuelve el problema electrostá-
tico para cada uno de ellos y se superponen las 
soluciones de los mismos. Con esto se tiene el 
potencial y el campo eléctrico en el espacio de-
bido a la punta discreta. Luego se hace una ma-
nipulación matemática con el objetivo de obte-
ner un potencial constante en la superficie de la 
punta de prueba y, de esta manera, se garantiza 
que el campo eléctrico tangencial a la superficie 
sea aproximadamente cero cumpliéndose la con-
dición de un material conductor [13]. Para este 
propósito se tendrá en cuenta la influencia de la 
carga inicial superficial sobre el dieléctrico. Por 
último se hacen cálculos de fuerza y gradiente de 
fuerza en la punta de prueba que sirven para va-
lidar el modelo. 

Discretización de modelo de la punta

Para la solución analítica del potencial del mode-
lo se discretiza la superficie de la punta definien-
do un conjunto de NA anillos de carga qi , i ∈ [1, 
NA] que poseen el mismo eje central (Figura 2). 
Con esto se garantiza simetría con respecto a la 
variable ϕ en coordenadas esféricas. 

Los anillos están separados, en dirección Z, a dis-
tancias hi , i ∈ [1, NA-1]. Para evaluar el potencial 
en la superficie de la punta se escogen NA anillos 
de potencial que se ubican en la mitad entre dos 
anillos de carga consecutivos.

Potencial de sistema anillo de carga sobre se-
miesfera dieléctrica en un plano de tierra

El problema a solucionar es el cálculo de po-
tencial debido a un anillo de carga qi sobre una 
semiesfera dieléctrica que yace en un plano de 
tierra conductor infinito. Para este propósito se 
soluciona la ecuación de Laplace para el poten-
cial Φ(r, θ) en coordenadas esféricas:

	 	 (1) 
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Figura 2 Discretización de la punta de prueba en 
anillos de carga y anillos de potencial. Los valores 
corresponden a la distancia entre anillos de carga y 

 es el ángulo azimutal

Se tiene en cuenta que existen tres medios dife-
rentes (Figura 3), bajo las condiciones de frontera 
de continuidad del campo potencial y del despla-
zamiento eléctrico: 

	 	 (2) 

	 	 (3) 

Se aplica el método de imágenes en donde se 
elimina el plano de tierra, se completa la esfera 
dieléctrica reflejando la semiesfera original y se 
añade un anillo de carga en la posición . Luego 
se soluciona la Ec. (1) teniendo en cuenta que el 
potencial se puede expresar separando variables 
como y que es válida la expansión en polinomios 
de Legendre [13,14]. El resultado final es:

	 	 (4)

Para todo :

	 	 (4) 

Para todo :

	 	 (5)

Para todo :

	 	 (6)

Donde  y  
es el Polinomio de Legendre de grado n evaluado 
en sin θ. A partir de las ecuaciones (4), (5) y (6) se 
puede obtener los campos eléctricos radiales (Er ) 
y en la dirección θ (Eθ) para los medios 1, 2 y 3, 

respectivamente ( ). 

Problema de potencial constante en la 
punta de prueba

El modelo de punta de prueba que se utiliza toma 
en cuenta una discretización de la superficie 
como se observa en la figura 2. Con base en los 
resultados del literal anterior se determina el po-
tencial en cualquier punto del espacio mediante la 
superposición de las contribuciones de cada uno 
de los anillos de carga, añadiendo el efecto de la 
carga de polarización inicial y carga real inicial 
superficial del dieléctrico. Luego, para garantizar 
un potencial constante en los anillos de potencial 
de la punta de prueba, la carga de los anillos debe 
satisfacer la ecuación matricial:
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Figura 3 Sistema básico de un anillo de carga so-
bre una semiesfera dieléctrica que yace en un plano 
de tierra infinito (plano XY). El medio 1 representa 
la muestra dieléctrica, el medio 2 el espacio entre la 
muestra dieléctrica y el anillo de carga y el medio 3 
más allá del anillo de carga

Donde qi es la carga del anillo de carga i; cij es 
el potencial por unidad de carga que produce el 
anillo de carga j en el anillo de evaluación de 
potencial i;  es el potencial generado por la 
polarización inicial del dieléctrico en el anillo de 
evaluación de potencial i;  es el potencial ge-
nerado por la densidad de carga inicial en la su-
perficie del dieléctrico en el anillo de evaluación 
de potencial i; NA y es el número de anillos de 
carga que componen la punta de prueba. 

Potencial de semiesfera dieléctrica con densidad 
de carga superficial real constante sobre un plano 
de tierra infinito

Este problema se reduce a resolver la ecuación 
(1) para dos regiones: el interior de la semiesfera 
de radio a (región 1) y el exterior (región 2) mo-
dificando las condiciones de frontera del campo 
potencial como sigue:

	 	 (8)

	

	 	 (9)

Donde u (θ)es la función escalón. Se aplica el 
método de imágenes completando la esfera die-
léctrica y colocando una densidad de carga su-
perficial  para . Resolviendo (1), (8) y 
(9) se obtiene:

Para todo :

	 	 (10)

Para todo : 

	 	 (11)

Donde . El campo 

eléctrico radial y en dirección θ se calcula con el 
mismo procedimiento del gradiente de potencial 
descrito anteriormente. 

Potencial de una semiesfera dieléctrica 
con polarización constante sobre 

un plano de tierra infinito

Se asume una polarización inicial constante 
 (perpendicular al plano de tierra) sobre 

toda la semiesfera. El planteamiento del proble-
ma es muy similar al del literal anterior, cambian-
do solamente la condición de continuidad de la 
derivada radial (Ec. (9)) en la superficie de la se-
miesfera de modo que: 
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	 	 (12)

Se aplica el método de imágenes mediante el cual 
se completa la esfera dieléctrica manteniendo la 
polarización de la semiesfera imagen en la mis-
ma dirección y sentido. Resolviendo el sistema 
de ecuaciones (1), (8) y (12) se obtiene que el 
potencial está dado por:

Para todo :

	 	 (13)

Para todo :

	 	 (14)

Los campos eléctricos pueden determinarse a 
partir de (13) y (14).

Carga total sobre la superficie de la 
semiesfera dieléctrica por efectos 

de punta de prueba

Recuérdese que la densidad de carga inicial en 
la superficie de la esfera dieléctrica, ya sea real 
o ligada de polarización, no se ve afectada por la 
presencia de la punta de prueba. Por tanto, la den-
sidad total final de carga del sistema es función 
de la inducción de carga de polarización adicio-
nal de la punta sobre la semiesfera. Matemática-
mente la densidad de carga total está dada por:

	 	 (15)

Donde  es el campo eléctrico ra-
dial en la superficie de la semiesfera en el medio 
1(interior del dieléctrico ); do es la distan-
cia punta-muestra y Voel potencial aplicado a la 
punta de prueba. La integración numérica de (15) 
da la carga total .

Fuerza electrostática sobre la punta de 
prueba y gradiente de fuerza

En el modelo discretizado de la punta de prueba se 
NA tienen anillos de carga. Para calcular la fuerza 
total sobre la punta se toma el promedio del cam-
po eléctrico de los anillos de potencial adyacentes a 
cada anillo de carga y posteriormente se superponen 
todos los resultados. De esta manera se obtiene: 

	 	 (16)

Donde  es el campo eléctrico en los 
anillos de potencial adyacentes al anillo de carga 
qi. Para calcular el gradiente de fuerza en la direc-
ción  se usa la aproximación:

	 	 (17)

Simulación
Con base en las soluciones analíticas de la sec-
ción anterior, se hace un algoritmo en Matlab que 
computa todas las operaciones de las ecuaciones 
de potencial y campo eléctrico. A partir de éstos, 
se obtienen los valores de carga total sobre la 
superficie de la esfera, fuerza sobre la punta de 
prueba y gradiente de fuerza. 

En la figura 4 se presenta un diagrama de flujo 
resumido del algoritmo. Se define un criterio de 
convergencia de tal manera que la variación rela-
tiva de potencial o campo eléctrico no sea supe-
rior al 2% cuando se incrementen los parámetros 
de ajuste, ; donde NA es el número 
de anillos de carga que conforma la punta que se 
debe incrementar para mejorar la respuesta; Nθ 
es el número de ángulos en los que se evaluará el 
potencial y NS es el índice de las sumatorias de las 
ecuaciones teóricas que, idealmente, es infinito.

La tabla 1 resume todos los valores asignados así 
como la inicialización de los parámetros de ajus-
te. Se debe aclarar que la altura de la punta 
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se toma inicialmente como la altura de punta del 
fabricante pero se minimiza tomando un  
efectivo que es menor que hT, de tal manera que 
no cambie el potencial en la superficie del dieléc-
trico en más de un 2% con respecto al potencial 
inicial. Los parámetros de la muestra y la punta 
de prueba se toman de experimentos y datos co-
merciales [4, 11, 12, 15]. Por otro lado para defi-
nir  se consulta [5]. Por último, los 
valores de  y Pz se toman con base en [16, 17].

INICIO

Definición de k , a, , P , d y Ve o z o oσ

Definición de geometría de punta h , R yT α

Inicialización de parámetros de
ajuste: N , N y Na o s

Calcular y EΦinicial inicial

Incrementar N , N y Na o s

Calcular y EΦinicial inicial

ΦInicial Final= Φ
EInicial = E Final

Calcular

, Q , d y FσT T o z

FIN
Gráficas de
resultados

No Si∆

∆Φ/Φ<2%

E/E<2%

&

Figura 4 Diagrama de flujo resumido del algoritmo 
implementado en Matlab

Resultados y discusión
El criterio de convergencia, de 2%, se logra para 

. Ahora se presentan 
los resultados más relevantes. La solución del 
potencial fue validada con el simulador de ele-
mentos finitos para electromagnetismo Ansoft 
Maxwell [18].

Influencia de la punta de prueba sobre la 
muestra

Para la geometría estudiada, se obtienen las grá-
ficas de la figura 5 que resumen los valores de 

la carga total sobre la superficie del dieléctrico 
como función de la distancia punta-muestra y el 
voltaje aplicado a la punta. 

Tabla 1 Definición de variables y parámetros de 
simulación

Var. Breve descripción Valor

 Altura de la punta de prueba 
efectiva

0,5 µm

R Radio de la punta de prueba 20 nm

a
Ángulo cónico de la punta 
de prueba 20

 Constante dieléctrica del 
dieléctrico cargado

3

Radio de la semiesfera 
dieléctrica

1 µm

Distancia punta de prueba-
muestra

75 nm

Potencial de la punta de 
prueba

10 V

Densidad inicial real de 
carga

[0,100] µC/m2

Densidad inicial ligada de 
carga

[0,100] µC/m2

 No. de anillos de la punta de 
prueba

30

No. de ángulos donde se 
evalúa y E

30

Grado de las sumatorias 30

Se observa en la figura 5(a) que la carga total es 
una función lineal del voltaje aplicado a la punta 
independientemente de la carga superficial ini-
cial. Esto indica que el sistema tiene una capa-
citancia constante que sólo depende del arreglo 
geométrico. Por otro lado, se puede apreciar en 
la figura 5(b) como la inducción de carga aumen-
ta conforme se acerca la punta a la muestra y es 
comparable con la carga inicial superficial con tal 
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intensidad que puede invertir el signo de la car-
ga total demostrando que no se puede despreciar 
este efecto en la interpretación de datos de las 
técnicas EFM.
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Figura 5 Gráficas de carga total sobre la superficie 
del dieléctrico con  en la curva 
que corresponda según la leyenda. (a) Variación 
de voltaje a distancia punta-muestra constante 

. (b) Variación de distancia punta-muestra 
a voltaje constante 

Influencia de la muestra sobre la punta 
de prueba

Para medir la influencia de la muestra sobre la 
punta de prueba se genera una gráfica que con-

tiene la fuerza total sobre la punta en función del 
voltaje que se aplica a una distancia fija. En la 
Fig. 6 se observa cómo, para el dieléctrico sin 
carga inicial, las fuerzas siempre son atractivas 
debido a la carga inducida de signo contrario al 
voltaje original aplicado. Por otro lado cuando se 
asume una carga inicial positiva las fuerzas pue-
den ser atractivas o repulsivas de acuerdo al sig-
no del voltaje que se aplique.
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Figura 6 Gráfica de Fuerza sobre la punta en 
función del voltaje aplicado con  
en la curva que corresponda según la leyenda. El 
signo negativo implica fuerzas atractivas.

Por otro lado, se hace una validación experimen-
tal del modelo desarrollado. Para tal fin se toman 
los resultados de medición sobre cambio en fre-
cuencia en la técnica EFM de medición de gra-
diente de campo eléctrico en una fibra dieléctrico 
cargado. Se parte de la ecuación de cambio de 
frecuencia de la viga voladiza [5]:

	 	 (18)

Donde ) kHz es la frecuencia de reso-
nancia de la viga voladiza y  es la 
constante de resorte de la viga voladiza.

Las figuras 7 y 8, muestran el resultado experi-
mental y teórico para los casos sin carga inicial 
y con carga inicial en el dieléctrico respectiva-
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mente. Se obtienen resultados que predicen los 
datos experimentales dentro de la barra de error 
determinada por la incertidumbre de la constante 
de resorte y la frecuencia de resonancia de la viga 
voladiza. 
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Figura 7 Gráficas de cambio de frecuencia experi-
mental y teórica para una fibra dieléctrica cargada 
y una semiesfera dieléctrica, respectivamente. Ambos 
dieléctricos están inicialmente descargados. La barra 
de error pertenece al resultado de simulación

Para el caso de dieléctrico cargado, la polariza-
ción que se ajusto a los datos experimentales fue 

de , lo cual equivale a tener una carga 

inicial sobre la superficie dieléctrica 
. 

Conclusiones
El modelo teórico que se plantea y sus resultados 
demuestran que el efecto de inducción de carga 
de la punta de prueba de sobre una muestra die-
léctrica no es despreciable. Este efecto puede in-
vertir el signo de la carga superficial original. El 
mismo modelo permite hacer una estimación de 
la cantidad de carga adicional inducida así como 
la fuerza que se ejerce sobre la punta de prueba. 

Adicionalmente, se logra predecir por primera 
vez de forma cuantitativa, la carga total inicial 
de una muestra dieléctrica con base en las cur-

vas experimentales de cambio de frecuencia en la 
técnica EFM de medición de gradiente de fuerza. 
Se demuestra que un desplazamiento en las cur-
vas de cambio de frecuencia implica presencia de 
carga en la muestra bajo análisis. Esta variación 
puede utilizarse para la caracterización eléctrica 
de estructuras.
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Figura 8 Gráficas de cambio de frecuencia 
experimental y teórica para una fibra dieléctrica 
cargada y una semiesfera dieléctrica con carga 
ligada de polarización , respectivamente. 
La barra de error pertenece al resultado de simulación

Como trabajo futuro, sería interesante realizar es-
tudios dinámicos de carga sobre la muestra. Ade-
más se podrían explorar geometrías cilíndricas de 
muestras dieléctricas, así como variaciones de la 
punta de prueba.
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