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Resumen

El presente artículo estudia el efecto de la incorporación del término de 
transporte en las ecuaciones de reacción-difusión de dominio fijo, a través 
de campos de velocidad toroidal. Se estudia específicamente la formación 
de patrones de Turing en problemas de difusión-advección-reacción, 
considerando los modelos de cinética de reacción de Schnackenberg y de 
glucólisis. Se analizan tres casos, los cuales se solucionan numéricamente 
empleando elementos finitos. Se encuentra que, para los modelos de 
glucólisis, el efecto advectivo modifica totalmente la forma de los patrones de 
Turing obtenidos con difusión-reacción; mientras que para los problemas de 
Schnackenberg, los patrones originales se distorsionan levemente, haciéndolos 
rotar en el sentido del campo de velocidades. También se logró determinar, 
como para valores altos de velocidad, el efecto advectivo supera el difusivo y 
se elimina la inestabilidad por difusión. Por otro lado para valores muy bajos 
en el campo de velocidad, el efecto advectivo no es considerable y no hay 
modificación en los patrones de Turing originales.

----- Palabras clave: Patrones de Turing, inestabilidad por difusión, 
Schnackenberg, glucólisis 
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Abstract

This article studies the effect of the inclusion of the transport term in the 
reaction-diffusion equations, through toroidal velocity fields. The formation of 
Turing patterns in diffusion-advection-reaction problems is studied specifically, 
considering the Schnackenberg reaction kinetics and glycolysis models. Three 
cases are analyzed and solved numerically using finite elements. It is found 
that, for the glycolysis models, the advective effect totally modifies the form of 
the obtained Turing patterns with diffusion-reaction; whereas for the problems 
of Schnackenberg, the original patterns distort themselves slightly, making 
them to rotate in the direction of the velocity field. Also, this work was able 
to determine that for high values of velocity the advective effect surpasses the 
diffusive one and the instability by diffusion is eliminated. On the other hand, 
for very low values in the velocity field, the advective effect is not considerable 
and there is no modification of the original Turing pattern.

----- Keywords: Turing patterns, diffusion instability, Schnackenberg, 
glycolysis

Introducción
Muchos problemas físicos pueden ser modelados 
analizando el balance de tres fenómenos: la difu-
sión, la advección y la reacción [1]. El primero se 
define como la dispersión de las especies involu-
cradas en el proceso a lo largo del dominio físico 
del problema. La advección se relaciona con el 
transporte de especies debido a la presencia de 
campos de velocidad. Y por último, la reacción 
es el proceso de interacción mediante la cual se 
generan o se consumen las especies involucradas 
en el fenómeno. La ecuación diferencial de di-
fusión-advección-reacción involucra estos térmi-
nos, tal como se expresa en (1) para un fenómeno 
con una sola especie.

  )(ufuvuk
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u

+∇+∇⋅∇=
∂
∂

  (1)

En ésta última ecuación u es la concentración de 
la especie estudiada, v es la velocidad asociada al 
fenómeno advectivo y f (u) la función que define 
el proceso de reacción. Esta ecuación, y más co-
múnmente sistemas de ecuaciones diferenciales, 
han sido empleados para el estudio de problemas 
en campos como la dinámica de fluidos [2], trans-
ferencia de calor [3-5], física de semiconducto-

res [6], ingeniería de materiales [7], química [8], 
biología [9-12], dinámica de poblaciones [13-
15], astrofísica [16], ingeniería biomédica [17] y 
matemáticas financieras entre otros. 

Un fenómeno regido por los procesos de reac-
ción y difusión, se caracteriza por la presencia 
de distribuciones espacio-temporales de las espe-
cies involucradas, esta distribución se denomina 
comúnmente patrón. Turing [18] define las con-
diciones para las cuales un proceso reactivo en 
equilibrio, puede ser inestabilizado por la presen-
cia de un término difusivo, generándose así unos 
patrones espaciales heterogéneos, denominados 
inestabilidades por difusión o inestabilidades de 
Turing. De acuerdo con Turing [18], un sistema 
regido por la reacción-difusión de dos especies, 
como el definido en (2),

  (2)

presentará inestabilidad espacial en los patrones 
de concentración de las especies u y v, si se 
cumplen cada una de las condiciones enunciadas 
en (3) [18-20].
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  (3)

En las expresiones (2) y (3), Du y Dv son los 
coeficientes de los que depende la velocidad 
de difusión de cada sustancia en el dominio, 

v

u

D
D

d =  es la relación entre los coeficientes de 

difusión de las dos especies, en tanto que γ es un 
coeficiente asociado con los procesos reactivos 
f y g. Obsérvese que se está empleando una 
nomenclatura con subíndices para definir las 
derivadas parciales.

El trabajo de Turing, permitió simular la 
formación de patrones en diversos procesos 
físicos y químicos, tales como la formación las 
manchas en la piel de algunos animales [10-
12], [21-24], la formación de hueso, tejidos y 
tumores [17, 25, 26, 27], la distribución de 
poblaciones animales [13, 14], entre otras 
muchas aplicaciones. 

La dinámica de la formación de estos patrones, 
modelada a través de las ecuaciones de 
reacción-difusión, es estudiada normalmente 
empleando diversas técnicas numéricas. Este 
tipo de solución se hace necesaria y útil, debido 
a las formas geométricas complejas de los 
dominios que comúnmente se tratan y a las no 
linealidades que se introducen en las ecuaciones 
diferenciales dentro de los términos de cinética 
de reacción clásicos, tales como los de Gierer–
Meinhardt, Thomas, Schnakenberg, Gray & 
Scott entre otros [11]. Se han implementado 
soluciones al problema de reacción-difusión 
empleando diferente técnicas numéricas, tales 
como: diferencias finitas, como por ejemplo 
en los trabajos de Murray [22], Kondo [23], 
Barrio [28] y Crampin [29]; elementos finitos, 
como en Chaplain [27], Sekimura [30] y 
Madzvamuse [11, 31, 32, 33]; y elementos 
espectrales, como en Kassam [34]. Muchos de 
los estudios inicialmente desarrollados en el 

tema de formación de patrones de Turing, se 
han dedicado al trabajo con mallas fijas. No 
obstante, dado que muchos de los problemas 
físicos simulados empleando las ecuaciones de 
difusión-reacción implican crecimiento, algunos 
autores como Madzvamuse [11], han estudiado 
la incidencia del crecimiento de malla en la 
formación de patrones de difusión. En su trabajo 
de 2003, Madzvamuse [11], plantea un algoritmo 
para la solución de problemas bidimensionales 
de difusión-reacción empleando un dominio 
Euleriano continuamente creciente. En [31] 
se presenta una aplicación de una técnica de 
elementos finitos con crecimiento de malla a 
problemas biológicos. En 2007, Madzvamuse 
[35] presenta, mediante un enfoque Lagrangiano, 
el efecto de una malla estructurada creciente en 
la formación de patrones de Turing, analizando 
dos técnica específicas: un método de 
diferencias finitas implícito y un planteamiento 
de elementos finitos con una discretización 
temporal de segundo orden semi-implícita (2-
SBDF). Esté último trabajo se complementa con 
[36], en donde se comparan los resultados de 
la técnica 2-SBDF, con una implementación en 
elementos finitos que linealiza los términos de 
reacción.

Es de resaltar que, en los trabajos anteriormente 
mencionados, los cuales incorporan el efecto 
del crecimiento del dominio en la formación 
de patrones de Turing, se introduce un término 
advectivo en la ecuación diferencial. No 
obstante, en muchos de ellos el papel de este 
fenómeno de transporte no es evidente, debido 
a que el enfoque Lagrangiano empleado elimina 
este término de la ecuación diferencial. En otros 
trabajos previos, en los cuales se estudió la 
formación de patrones en mallas fijas, el término 
de advectivo no está presente. 

El presente artículo se enfoca al estudio de la 
formación de patrones de Turing, sin crecimiento 
de malla, incluyendo términos advectivos con 
campos de velocidad toroidal. Los resultados 
alcanzados muestran no solo la fuerte influencia 
de los términos convectivos analizados con el 
tipo de patrón formado, sino la relación entre la 



78

Rev. Fac. Ing. Univ. Antioquia N.° 53. Junio 2010

magnitud del término de advectivo y la aparición 
o no de las inestabilidades por difusión. La 
estructura del artículo presentado consta de 
cuatro secciones: en la primera parte del texto 
se plantea la formulación de la ecuación de 
reacción-convección-difusión, mientras que 
en una segunda sección se presenta la solución 
numérica de esta ecuación a través de una 
formulación por elementos finitos. En una tercera 
sección se definen los modelos de cinética 
de reacción de Schnakenberg y glucólisis, en 
tanto que en la cuarta sección se presentan los 
resultados de diferentes experimentos numéricos 
desarrollados para dos especies, incorporando el 
término de transporte con campos de velocidad 
toroidales y los términos reactivos anteriormente 
mencionados. En la parte final del artículo se 
presentan las conclusiones.

Ecuación de reacción-advección-
difusión

Se denota Ω como el dominio del problema y Γ 
como la frontera del mismo, en la ecuación de 
continuidad (4),

 (4)

donde Tvuu ],[= , es el vector de concentración 
de especies, Tgfvuf ],[),( =  es el vector de 
funciones de reacción y uDJ ∇−= .  es el vector 
de flujo, siendo D  la constante de difusión. Para 
el caso de un dominio creciente con velocidad a , 
la ecuación de continuidad debe escribirse ahora 
como en (5).

  (5)

Empleando el teorema de transporte de Reynolds, 
el término del lado izquierdo de la anterior ecuación 
puede escribirse ahora como se muestra en (6).

  (6)

En esta última expresión Du/Dt es la derivada 
material del vector de concentración de especies y 
u(∇.a) representa el término de la dilución, el cual 
se genera por la disminución de la concentración 
local cuando el volumen se incrementa, dado que 
∇.a es la tasa local de expansión de volumen. Por 
otro lado, la derivada material puede escribirse 
como la suma de la variación de la concentración 
de las especies, más un término de transporte de 
las especies al interior del dominio, tal como se 
expresa en (7).

  (7)

Empleando las expresiones (6), (7) y el teorema 
de divergencia, la ecuación de continuidad (5) se 
transforma en (8):

  (8)

La cual puede simplificarse para obtener una 
expresión en forma diferencial (9):

  (9)

Para casos de malla no divergente como los que 
se pretenden estudiar en este trabajo, el término 
dilatante desaparece y permanece el término de 
transporte, así que la ecuación (9) se convierte 
en (10):
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  (10)

Formulación por elementos finitos 
de la solución de la ecuación de 

reacción-advección-difusión

Aplicando el método de los residuos ponderados 
a la expresión (10) se obtiene la ecuación (11):

0)( =Ω





 −∇⋅∇−∇⋅+

∂
∂

⋅∫
Ω

dfuDua
t
uW  (11)

en donde W es una función de ponderación. 
Ahora, operando cada uno de los términos por 
separado e integrando por partes el término 
difusivo se obtiene la forma débil de la expresión 
(11) mostrada en (12):

  (12)

Empleando el planteamiento Bubnov-Galerkin 
y aproximaciones polinomiales discretas para 
cada elemento, tal como se muestra en (13), la 
ecuación de residuos ponderados puede escribirse 
para cada elemento como en (14) [37].

 ∑=
m

mm
e uNu  (13)

 (14)

Desde el punto de vista temporal, la derivada 
del primer término de la expresión (14) se puede 
aproximar mediante un planteamiento totalmente 
implícito Backward-Euler, tal como se muestra 
en (15).

 (15)

Donde i
mu  y 1−i

mu  son los vectores de valores 
nodales para el instante de tiempo i e i - 1 
respectivamente, en tanto que ∆t es el intervalo 
de tiempo. En forma simplificada, la expresión 
(15) se puede escribir como (16):

 ( ) l
i
m

i
m

i
m fuKCM

t
uu

=++
∆
− −

.
1

 (16)

en donde los términos M , C , K  y lf , se 

definen en (17), (18), (19) y (20), respectivamente.

  
e

ml dN.WM
e
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ml dNaWC

e
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ml dNDWK

e

Ω∇⋅∇= ∫
Ω

 (19)

  (20)

Modelo de reacción de Schnakenberg 

Schnakenberg [38], consideró un conjunto de dos 
especies en una reacción trimolecular que admite 
reacciones periódicas. Este mecanismo se puede 
describir mediante las reacciones planteadas en 
(21).
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Usando la Ley de acción de masas, se pueden 
obtener las ecuaciones diferenciales de reacción 
para u y v, que son las variables adimensionales 
que representan las concentraciones de los 
compuestos o especies X y Y, respectivamente. 
De esta forma, las ecuaciones diferenciales de 
reacción para el modelo de Schnakenberg se 
pueden expresar como en (22),

  (22)

donde ki (i = 1,1,2,3), a1 y b1, son parámetros 
positivos; en particular los dos últimos representan 
la concentración de A y B, respectivamente. Los 
términos de reacción de Schnakenberg pueden 
ser introducidos en un sistema de reacción-
advección-difusión, que en su forma adimensional 
se muestra en la expresión (23).

  (23)

en donde las constantes positivas α y β representan 
la producción de u y v, respectivamente, mientras 
que el término de catálisis no-lineal u2v define la 
activación de u y el consumo de v. La constante 
d define la relación entre los coeficientes de 
difusión de cada especie. Este modelo resulta 
especialmente interesante debido a que su 
empleo en las ecuaciones de reacción-difusión 
permite la generación de patrones particulares 
generados por inestabilidades de Turing. En 
este proceso de formación de patrones, las 
pequeñas perturbaciones iniciales se amplifican 
y se propagan, lo que lleva a la formación de 
manchas que avanzan lentamente e interactúan 
entre sí [39]. Debido a lo anterior, el modelo 

del Schnakenberg es ampliamente empleado 
para la simulación de regeneración ósea, como 
en [40] en donde las especies estudiadas son 
las hormonas PTHrP (Hormona Paratiroidea 
Péptida Relacionda) y Ihh (Hormona Indian 
Hedgehog).

Modelo de reacción de Glucólisis
La glucólisis o glicólisis es el proceso de síntesis 
(oxidación) de la molécula de glucosa para 
proporcionar energía al metabolismo celular. A 
través de una secuencia de reacciones, la glucosa 
es transformada en piruvato y en ATP, unidad de 
intercambio metabólico en el organismo vivo. 
Este modelo de reacción, caracterizado porque 
las dos especies relacionadas (piruvato y ATP) 
pueden ejercer como generadoras o inhibidoras 
dependiendo de las concentraciones presentes, se 
emplea comúnmente para modelar los procesos 
de coagulación y morfogénesis [41],[42]. Las 
ecuaciones de reacción-advección-difusión 
adimensionales para el modelo de glucólisis se 
muestran en (24).

  (24)

Caso 1: Modelo de difusión, advección y 
reacción de Schnackenberg #1

Para este modelo se definió un dominio cuadrado 
en coordenadas normalizadas, una constante 
de difusión igual a d = 8,6676, así como unas 
constantes de reacción de Schnackenbreg 
definidas por los valores mostrados en (25).

 γ = 230,82 = α 0,1 = β 0,9 (25)

Desde el punto de vista advectivo, el campo de 
velocidades empleado para este problema está 
definido por las funciones del vector a de la 
ecuación (26) e ilustrado en la figura 1.
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  (26)

La simulación por elementos finitos realizada 
para este problema, utilizó una malla estructurada 
de 2.500 elementos (2.601 nodos) cuadrados de 
primer orden y un tiempo de simulación igual 
a 30, con incrementos de 0,01 unidades. La 
condición inicial se tomo como una variación 
aleatoria del ±10% de la concentración de cada 
una de las especies alrededor del caso estable sin 
difusión.
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Figura 1 Campo de velocidad empleado para el 
Caso 1

Resultados obtenidos para el Caso 1

En la figura 2 se muestra los resultados de 
referencia obtenidos para este caso, empleando 
un campo de velocidad a nulo; mientras que en 
la figura 3 se grafican los resultados alcanzados 
empleando el campo de velocidad definido en 
(26). Para el caso de referencia, se observa la 
formación de un patrón de Turing semejante a un 

tablero de ajedrez, cuyas casillas se encuentran 
alineadas con los bordes del dominio. Bajo 
los parámetros definidos y las condiciones 
de estabilidad dadas en (3), el tipo de patrón 
espacial que se presenta, en estado estable en 
términos temporales, está determinado por el 
número de onda (2,2) [1, 20], como se muestra 
en la figura 2. Además se observa que el tiempo 
de estabilización es de aproximadamente 
7 unidades adimensionales de tiempo. Por 
otro lado, en los resultados alcanzados 
adicionando el efecto de advectivo, se observa 
la formación de un patrón similar al anterior, 
aunque ligeramente distorsionado (rotado) en 
la dirección de giro del campo de velocidad. 
Esta distorsión, medida como la rotación de los 
puntos de más alta concentración de especie la 
v, es cercana a 9,5º (ver figura 4). Sin embargo 
este ángulo cambia para diferentes intensidades 
de rotación del campo de velocidad toroidal, 
siendo 9,5º el máximo ángulo de distorsión, 
pues para magnitudes de velocidad de rotación 
superiores a 0,6, la componente advectiva 
supera los efectos difusivos y no se presenta 
formación de un patrón de Turing. Se encuentra 
adicionalmente que el fenómeno de transporte 
introducido con el campo de velocidad, retarda 
el tiempo de estabilización del problema, hasta 
un tiempo cercano a las 30 unidades, y no 
modifica los niveles de concentración de las dos 
especies u y v.

Caso 2: Modelo de difusión, advección 
y reacción de Schnackenberg #2

Para la solución numérica de este caso se 
empleó la misma malla utilizada en el Caso 
1, así como los mismos valores para las 
constantes definidas en (25), y se consideró 
un campo de velocidad toroidal oscilatorio, el 
cual se define en (27). En cuanto a la condición 
inicial, se empleó la solución del caso estable 
del problema reactivo.
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Figura 2 Distribución espacio-temporal de la 
concentración de los reactivos u (a) y v (b) obtenida 
para el Caso 1 empleando un campo de velocidad 
nulo (Referencia)
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Figura 3 Distribución espacio-temporal de la 
concentración de los reactivos u (a) y v (b) obtenida 
para el Caso 1 empleando el campo de velocidad 
definido en (26)
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Figura 4 Rotación del patrón de Turing obtenida 
para el Caso 1

   (27)

Resultados obtenidos para el Caso 2

La solución obtenida, mostrada en la figura 
5, presenta formación de patrones de Turing 
en forma de tablero de ajedrez, el cual se ve 
distorsionado por el sentido de giro del campo 
de velocidad toroidal, obteniéndose un patrón 
oscilatorio alrededor de la solución no advectiva 
o de referencia. Dado que la amplitud de la 
velocidad empleada fue la misma que para el Caso 
1, la amplitud de oscilación del patrón resulta ser 
cercana también a 9,5º. No se encontró, que por 
efecto de este campo de velocidad oscilatorio, 
los niveles de concentración de alguna de las dos 
especies cambien con respecto al problema de 
referencia.
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Figura 5 Distribución espacio-temporal de la 
concentración de los reactivos u (a) y v (b) obtenida 
para el Caso 2
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Caso 3: Modelo de difusión, advección y 
reacción de glucólisis

En este caso se analiza el efecto del fenómeno 
advectivo en la formación de patrones de Turing, 
dentro de un problema con un mecanismo de 
reacción de glucólisis. El dominio del problema 
se define como un cuadrado de longitud p, 
discretizado con 2.500 elementos cuadriláteros 
lineales. El campo de velocidad toroidal empleado,

con centro en (
2
p

=x ,
2
p

=y ), se encuentra

descrito por medio de la expresión (28) (ver 
figura 6), en tanto que las constantes de reacción 
se definen en (29).

   (28)

 d = 0,0125 k = 0,06 δ = 2,8 (29)

El tiempo final de simulación empleado fue de 
3.000 unidades de tiempo con incrementos iguales 
a 0,1. La condición inicial utilizada está definida 
por una variación aleatoria del 10% alrededor de 
los valores estables del proceso reactivo.
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Figura 6 Campo de velocidad empleado para el 
Caso 3

Resultados obtenidos para el Caso 3

La figura 7 muestra el patrón de Turing obtenido 
para el problema de referencia difusivo-reactivo. 
Este patrón se caracteriza por la presencia de 
manchas en un arreglo más o menos regular, 
el cual se estabiliza cerca de 900 unidades de 
tiempo. Al adicionar el efecto de transporte, 
definido mediante la ecuación (28), el patrón 
cambia, tal como se puede observar en la figura 8.

Efectivamente, el patrón de manchas obtenido 
en el problema difusivo-reactivo, se convierte en 
uno de zonas anulares concéntricas con diferentes 
valores de concentración. Esta distribución de 
concentraciones que el efecto difusivo guarda 
para este caso un mayor peso que la componente 
de transporte, de lo contrario no se observaría la 
presencia de patrones de Turing. A diferencia de los 
casos con reacción de Schnackenberg, este problema 
no muestra una relación evidente entre el patrón 
obtenido, el campo de velocidades empleado y el 
patrón original o de referencia. No obstante resulta 
claro que la inestabilidad por difusión persiste aún 
con la incorporación del término advectivo, además 
este último término cambia totalmente la forma del 
patrón de Turing obtenido inicialmente.

Conclusiones
Se analizaron tres problemas de difusión-advección-
reacción, empleando los modelos de cinética de 
reacción de Schnackenberg y de glucólisis. En 
todos los casos se compararon los resultados de 
los patrones de Turing obtenidos del problema de 
difusión-reacción de dominio fijo y sin advección, 
con la distribución resultante al introducir un 
término de transporte por medio de un campo de 
velocidad toroidal. Se encontró que para los casos 
con cinética de reacción de Schnackenberg, en 
ciertos rangos de velocidad, los patrones de Turing 
originales se distorsionan, generándose patrones 
similares al inicial pero con cierto ángulo de 
desviación, proporcional a la velocidad de giro del 
campo de velocidad. Este ángulo de distorsión, para 
el ejemplo analizado, alcanzó un valor máximo de 
9.5°, justo antes que el término advectivo lograra 
eliminar las inestabilidades por difusión. 
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Para velocidades superiores, el efecto advectivo 
supera el difusivo, eliminándose la inestabilidad 
por difusión y por tanto los patrones de Turing. 
En caso de emplear velocidades inferiores al 
rango mencionado, el efecto del transporte no 
es significativo y las variaciones en los patrones 
de Turing no son apreciables. Para los casos que 
emplearon el modelo de cinética de reacción de 
glucólisis, se encontró que el término convectivo 
cambia radicalmente los patrones de Turing, aún 
en casos de bajas velocidades de advección.
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