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Resumen

En este trabajo se describen las caracteristicas de operacion de un Filtro
Digital Compuesto, el cual esta formado por dos estimadores que intervienen
en el filtro de Kalman; el primero de ellos corresponde al gradiente estocastico
para obtener la funcidén de transicion y el segundo, ajusta la ganancia del
proceso de innovacion por medio de la 16gica difusa. En el proceso de filtrado
se cuenta con restricciones de tiempo para que su respuesta ocurra antes de
que el sistema de referencia cambie a otro estado. Los resultados obtenidos
estan desarrollados formalmente a lo largo del documento. Se propone un
Modelo Auto-regresivo de Promedios Moviles (MARPM (1,1)) como sistema
de referencia. El algoritmo de filtrado fue desarrollado con el programa
MatLab® obteniendo las graficas de su operacion, convergencia y respuesta.
Concluyendo con un pequefio analisis de los resultados.

Palabras clave: Filtro digital, l6gica difusa, tiempo real, identificacion,
estimacion, procesamiento de senales

Abstract

This paper describes the identification by the compound digital filter with two
estimators involved in the Kalman filter, the first corresponds to stochastic
gradient describing the transition function and the second obtains the
innovation process gain through fuzzy logic. The filtering process has time
constraints for your response occurring before the reference system changes
to another state. The results are formally described throughout the document.
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-------------------------------------- Filtrado digital compuesto

Auto-Regressive Moving Averages model was proposed (ARMA (1, 1)) as
the reference system. The filtering algorithm was developed in MatLab®
software getting the integrated filter operations illustrated with its graphics
of convergence and response, concluding with brief an analysis of the results.

Keywords: Digital filters, fuzzy logic, real-time, identification, estimation,

signal srocessing

Introduccion

El problema de un filtro identificador en un
sistema tipo caja negra, es la estimacion de la

matriz de transicion y de ganancias a través de
los estados observables del sistema de referencia
(SR), como se observa en la figura 1.
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Figura 1 Sistema de referencia visto como caja negra y los requerimientos del filtro identificador tipo Kalman

El filtro tipo Kalman es un Filtro Digital
Compuesto (FDC) por un filtro identificador con
dos estimadores. El primero, es un estimador
del tipo gradiente estocastico y se encarga de
describir a la funcién de transicion y el segundo,
es un estimador por minimos cuadrados de la
ganancia del filtro identificador usando la légica
difusa [1]. En ambos casos el FDC funciona
en lazo cerrado y ajusta al identificador, la
estimacion y las ganancias de acuerdo con

el error de identificacion (EI) y a sus estados
anteriores [2, 3].

En el FDC se conjuntan la logica difusa y
los procesos estocasticos para obtener la
convergencia a un punto de referencia que se
llama sefial observable. Cuenta con el proceso de
adaptacion a la funcion de ganancias que afecta al
identificador de acuerdo a un grupo de inferencias
[4] que sin que se pierdan las condiciones de
estabilidad llegue a la condicion deseada [5-7].
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La funcion de transicion del sistema de referencia
tipo caja negra se obtiene por medio del estimador
de gradiente estocastico [8]. La Loégica Difusa
(LD) aplicada para la estimacion de la matriz
de ganancias del filtro identificador, permite
seleccionar los pardmetros dentro de la Base de
Conocimiento (BC) de acuerdo al rango de la
funcion de distribucion del error de identificacion
ajustando a las Funciones de Membresia (FM) de
manera dinamica por medio de sus intervalos,

haciendo uso de las reglas de inferencia difusa;
para lograr que el error de identificacion en el
rango seleccionado sea minimizado y que el
filtro identificador proporcione una respuesta
para una condicion especifica [1, 9, 10]. EI1 FDC
en el diagrama a bloques puede observarse en la
figura 2, con el estimador estocastico conjugado
con el estimador difuso para integrarse en el
identificador de acuerdo con [11, 12].
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Figura 2 Diagrama a bloques del Filtro Digital Compuesto (FDC) [4]

El Error de Identificacion (EI) e(k) permite
obtener una funcion de densidad, dentro de la cual
de acuerdo con la LD se obtiene por lo menos
una funcion de membresia que cubre a casi todo
el espectro de la funcion de distribucion [13,
14]. Dentro de la propia funcion de distribucion
es posible establecer el rango de intervalos
requeridos a los que se les llamara n-cil (octil,
decil, percentil, entre otros) de acuerdo con la
Funcién Objetivo (FO), previamente establecida;
de manera tal que se pueda tener un grupo de
Funciones de Membresia (FM) que permitan
seleccionar dentro de la Base de Conocimiento

26

(BC) a una ganancia que ajusta la evolucion del
identificador [15-17].

Desarrollo teérico

En este trabajo se desarrolla el Filtro Digital
Compuesto  (FDC) considerando: a) al
funcional del error J(k) de identificacion
e(k) =y(k)—y(k), b) el estimador de
parametros por método del gradiente estocastico
y, c¢) el estimador de la ganancia del filtro
identificador tipo Kalman utilizando a la logica
difusa. [18, 19]. Lo primero a desarrollar es el



funcional del error de identificacion de forma
recursiva (Teorema 1) ; segundo, el estimador de
acuerdo con el gradiente estocastico del funcional
del error (Teorema 2); tercero, el estimador
estocastico de manera recursiva (Teorema 3);
cuarto, la entropia estocastica de manera recursiva
(Teorema 4); quinto, la forma en que seria visto el
filtro digital compuesto al considerar un sistema
de referencia tipo caja negra. En la seccion de
simulacion se consideré un sistema Regresivo

-------------------------------------- Filtrado digital compuesto

de promedios moviles (ARMA, por sus siglas en
inglés: Auto Regresive Moving Average) del tipo
(1,1). Es asi como se presentan las conclusiones
y las referencias consideradas a lo largo de este
trabajo.

Teorema 1 Sea J(k) el funcional del error de
identificacion tal que en diferencias finitas y en
condiciones estacionarias es descrito de manera
recursiva en (1).

*ro.n

JE =[0G =10 k=D +e®)? | con kez Jk)eR (1)

Prueba Sea el funcional de error descrito por el
segundo momento de probabilidad del error de
identificacion (Efe(k)’}J'* y que en diferencias
finitas con condiciones d% ergodicidad es descrito
de la forma (k >.e(i) ) , tomando el ultimo
término, y al considerar quelas cuen01a {e(k) cs
estacionaria rigidamente J(k) = (‘3 e(k)? +Ze() ,
donde se puede decir, que sus dos prlmeros
momentos de probabilidad son constantes 2
través del tiempo [9, 20] y J(k-1)= (k 7 Ze( )? )

Y, permite representar al segundo de J(k) con
ze(:) J(k—17(k-1), descripcion que es sustituida
dentro del funcional del error, obteniendo (1).m

Teorema 2 Sea &(k) el estimador de parametros
optimo (2) de acuerdo con el gradiente estocastico
de (1).

A _ Ely(k=1)y(k)|-E{y (k-1)&(k)}
ack) = ey €

R[—1,1] (2)
Prueba El funcional del error descrito por el
segundo momento de probabilidad del error
de identificacion tiene la forma J(k)=(Ele(k)?))
en donde el desarrollo del error cuadratico
e(k)’ = (y(k)-y(k))’,y al considerar que el modelo
de referencia de primer orden del tipo estocastico
es en su forma mas simple apik— 1} +&0k) ; el error

adquiere la forma e(k)? = [ap{k-1)+£0k) - jitk))"*
y que al desarrollar el cuadrado de sus términos
e(k)’ = a’y(k=1)" ++&(k)” + 3(k)*

+2ay(k —1)&(k) —2ay(k —1)3(k) - 2£(k) (k)
El minimo del funcional del error se logra

por su derivada con respecto al parametro:
Y0 = 2a(k)E {y(k —1)’ |+ 2E {y(k—1)&(k)} = 2E { y(k =) §(k)}
y al igualar a cero para obtener el estimador del
parametro se obtiene (2).m

Teorema 3 El estimador de parametros
(2) de manera recursiva es descrito en (3) al
considerar que las sefiales emitidas por el sistema
de referencia son del tipo estacionarias

k) = G —1) By sd-biioadonadh (3)

Prueba Ahora considérese que el cociente es
descritopor P(k) = E {y(k-)5(k)f - E {y(k-1)&(k)}
y i) =& pri-17}, que en d1ferenc1as ﬁnltas se
tiene con respecto a Flki= TE}'(! Lt - TEJ'(! Dt
en donde el ultimo terrnmo de la secuencia
P(EY= [ Zp-15(0) - Zpti- DEE) +p(k -1 - plie- D05

En condiciones estacionarias
PGE-1) = 2 [Zp06- 105 - Zpa- Deto)] ,
en donde las sumatorias son
[t;é' HE-1300 -E pii- 1660 =(k-DPE-1) Y que al sustituir
en, [(3«' V)P =L+ ple =133 k) - plie = 10800k -
En condiciones estacionarias el
estimador  cumple con  &k-1)= ”[1 .
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y al considerarlo en P(k) se tiene

£ -1ialk - LExk -+ ple - D) - p(k-1180k))
y en el estimador, el cociente es de la forma
:EI:I'::I _ HuAE 00— -1 e A
Lyl ’
agrupar los términos el estimador recursivo es

descrito en (3).m

al

Corolario La forma recursiva de Q(k) en
diferencias finitas estd descrita por el segundo
momento de probabilidad y que corresponde a

la matriz de v . a condiciones
estacionarias 4] == 2, #0=F  haciendo la

expansion @il =~ [:.-[i—n’ -l{ﬁ-‘f o1 ] yreduciendo

términos se tiene gi) =« [wd— P hxd-tgi-nl .

En los teoremas del 1 al 3, se consider6 que las
senales de excitacion y de respuesta del sistema de
referencia tipo caja negra son del tipo estacionario
lo que permite utilizar estimadores de primer
orden [21]. Se observo que la sefal del error de
identificaciéon en su estado estacionario queda
acotada por una funcion de distribucion y que en
cada uno de sus rangos quedaran las Funciones
de Membresia (FM) las cuales en su conjunto y
de manera ordenada, describiran a la funcion de
distribucion en el sentido de Hausdorff [22, 23].

La diferencia entre la funcion de membresia y
la de distribucion esta limitada en un sentido de
distribucion por la funcién de distribucion del
Funcional de Error de Identificacion (FEI) J(k)
en su estado estacionario (1) y que de acuerdo con
el Conjunto de Reglas Base (CRB), se determina
la accién a tomar por el estimador para la
seleccion del rango de su operacion que afectara
al identificador en su calidad de respuesta [16, 24].
De forma que se considera que el Mecanismo de
Inferencia (MI) esta delimitado por las variables
lingiiisticas disponibles aceptando las palabras:
bajo, medio, alto, que dentro del sistema digital,
cada una de ellas corresponde a un sub-intervalo
dentro del intervalo definido en (0,1] en la funcién
de distribucion del funcional antes mencionado.
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La Base de Conocimiento (BC) en un sentido
métrico, estd formada nor el coniunto de parejas
contenidas en [Fik)xFik)JeR' y definida
simbolicamente por Ty € Rg[ 1N], (también es
conocida como el Area de Control de la Base de
Conocimiento (ACBC) donde Yy (k) = {y(k)} es el
conjunto deseado y Y, (k):= {y(k)} es el conjunto
de identificacion), como se describe en (4).

T, =R FUNE S RSy cON K NEZ,

J(k)eR (4)
Cada Funcion de Membresia (FM) establece el
valor de correspondencia maximo que hay entre
la salida identificada p(k) y la sefial deseada
y(k), teniendo como objetivo encontrar a
través del costo infimo del funcional del error
de filtrado (inf{J(k)}— &), la estimacion mas
adecuada asi como el estado identificado llevado
a una condicion deseada. En donde el valor de la
entropia de acuerdo con Shannon se encuentra
en un estado estacionario [8, 21].

Fro.n

El Area de Control de la Base de Conocimiento
T, de acuerdo con (2) corresponde al conjunto
minimo y se encuentra descrita en (5).

_,fu- =jl'ﬁl_f{-'r':.]’u=j':|}m (5)

Esto solo puede ocurrir si la entropia en el
sentido de probabilidad del funcional del error se
encuentra acotada y en forma recursiva en (6).

Teorema 4 La entropia recursiva del
funcional del error esta descrita en (6)

Hik) = %H{k—l} - %J{.i:]l]n(ﬁ.i:}

con keZ, J(k)y H(k)eR (6)



Prueba Considérese que la entropia tiene la
forma en diferencias finitas para un sistema
estacionario Hik) '=—1—|—§J {31ng ) -|y al desarrollar
la  sumatoria H(F:)——-[J(k)].n(i(ﬁ:}+EJ(:",|]11(.I(:})]
Las condiciones estacionarias de la entropia
Hik-11= —”ﬁki ) Lnd (:))}, permite ver
EJ(;}MJ(:}):—(I:—I)H(I:—I) y que al ser sustituida
dentro de la entropia se obtiene la forma
recursiva descrita en (6).m

------------------------------------ Filtrado digital compuesto

El ]JmiH':k:' —&2¥ siempre y cuando el funcional
del error se encuentre acotado y converja a una
region definida liw{.Jik)} -, con (5+7.)>0.

i-in

En la figura 3, se muestra el proceso del filtro
con el estimador de pardmetros y el estimador
de la Ganancia obtenida a través de la logica
difusa: proceso integrado por la Estimacion,
la Estimacion Difusa (ED) e Identificacion
recursiva en el sentido de Kalman (IRFK),
enlazados por medio de la adaptacién y usando el
Mecanismo de Inferencia (MI).
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Figura 3 Filtro compuesto: Identificador, estimador estocéstico recursivo y estimador difuso

El conjunto de reglas usadas para el estimador
de la ganancia del filtro identificador queda
acotado en un intervalo de tiempo descrito de

manera inversa por dos veces la frecuencia de la
evolucion del sistema de referencia [25].
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En forma simplificada el tiempo de evolucion
del sistema de referencia (SR) y(k) para el
intervalo k es estacionario para lograr una
descripcion adecuada tanto en tiempo como
en calidad de respuesta, significando que en
promedio es constante y que para los fines de
implementacion en los que debe estar un filtro
compuesto, resulta muy atractivo, aunque sea del
tipo suave contemplando los pequefios retrasos
que se pueden generar en un procesador en los
calculos del filtro compuesto. El indice k£ del
tiempo de evolucion del sistema de referencia
indica de manera simbdlica que el sistema tiene
un periodo de tiempo en el cual evoluciona a
un nuevo estado [11, 21, 26]. De forma que la
secuencia de los subprocesos de operacion tiene
un indice dentro del intervalo ke Z, en el que
¢éste cambia al siguiente valor en k+/ cuando
se ha cumplido con 7, y que corresponde a
la frecuencia de evolucion del sistema real de
acuerdo con [25, 27] y que se describe en (7).

Tmin = Osfn;alx (7)

El filtro estimador de las ganancias del
identificador {Mik),} =T, ; selecciona en cada
iteracion a la variable difusa, sin perder de vista los
Tiempos de Finalizado (TF) [f(k)} establecidos
para el filtro compuesto y que temporalmente
de acuerdo con (Medel et al., 2008) quede
acotado dentro de los limites descritos en el
intervalo [ldik), _.,LIXik) _d‘:] y que se cumple
[0, e LDXE), )< T

El filtrado compuesto ofrece una respuesta
local estable ya que el conjunto de ganancias
del filtro identificador esta dentro de T, y J(k)
de acuerdo con [9, 28] y converge a una region
(8) al considerar que el funcional del error decae
de forma cuadratica de acuerdo al proceso de
adaptacion en la estimacion de la ganancia.

Eﬂ(J(k)\}—) [0,6+7.) ®)

El proceso de filtrado compuesto esta delimitado
temporalmente en el tiempo de arribo (/,(k)),
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el tiempo de inicio (s,(k)), el tiempo de ejecucion
(c;(k)), el tiempo de finalizado (f,(k)) y el limite
méximo de tiempo de ejecucion (d,(k)) de acuerdo
con (7) al considerar a 7, como la frontera
temporal en la cual el filtro puede entregar un
resultado que sea significativo [23].

Simulacion

La simulacion del filtro compuesto la mejor
representacion se tiene a través del filtro de
Kalman, con una matriz de transicion descrita
por el estimador estocastico y una ganancia
obtenida en la BC con respecto al funcional del
error J(k) descrito en (1). La caracterizacion
de la estimacion difusa considera los niveles
de operacion ajustables de acuerdo al error de
identificacion e(k) .

Los tiempos de evolucion dentro de un sistema del
tipo estocastico son los siguientes: Cada iteracion
con indice £ cuenta con un tiempo de evolucion
de 0.004£0.0002 s que es menor al tiempo de
evolucion del sistema de referencia cuya frecuencia
es de 100 Hz, cumpliendo con la condicion descrita
en (5). El modelo de referencia ARMA (1,1) en
espacio de estados se describe en (9).

y(k)=a(k)y(k-1)+w(k) )
Elfiltro identificador (10) esta descrito de acuerdo
al modelo de Kalman.

JUEy = )Pl = U+ MO k=1 —p k=130
pUE), Wk, W) R (10

Donde: {&':-i'::'} es el conjunto de parametros
obtenidos por el gradiente estocastico, {M(k)}
es la secuencia de la Ganancia de Kalman
obtenida por medio de la logica difusa, {w(k)}
es el conjunto de ruidos que perturban al sistema
(w(k) e N(u, =0,02 <)), {y(k)} es el
conjunto de salidas del sistema.

La estimacion de la matriz de transicion con respecto
a (10), esta descrita de manera recursiva en (3) y su
simulacion respectiva se observa en la figura 4.
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Figura 4 Estimacion del parametros de acuerdo con
(9) aplicando (2)

Losdiferentes niveles de operacion del estimador
de ganancia con logica difusa estan construidos
al igual que el estimador del gradiente
estocastico en un sentido de probabilidad de
acuerdo con la funciéon de distribucion del
funcional del error (1). Cada rango dentro de la
funcion de distribucion esta identificado por una
variable lingiiistica, y que en el caso presente
corresponde a: bajo, medio, alto como puede
observarse en la figura 5, en donde se muestran
los niveles de respuesta con respecto al filtro de
Kalman en un proceso de asignacion de matriz
de transicion de la BC y al grupo de inferencias
matematicas [18].
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Figura 5 Niveles y rangos de respuesta de y(k) a través
de su funcion de distribucion y de las variables lingiisticas

De acuerdo con el error en los niveles de
respuesta respecto a la sefial deseada expuesta

Filtrado digital compuesto

en la figura 4 se obtiene el valor de la ganancia
del filtro identificador de acuerdo con (9), y que
corresponden a la ganancia del identificador
M(k) del Filtro de Kalman. Se usa la légica
difusa de manera adaptiva ya que se encuentran
variando dindmicamente con respecto a la funcion
de distribucion y que hace desarrollar al filtro de
manera adaptable de acuerdo con los cambios que
se presenten en el sistema de referencia, ajustando
asi las FM de la BC(TN), para obtener los valores
respectivos de la estimacion M (k) . Considerando
los resultados expuestos en la figura 4, se obtiene
la identificacion ¥(k) tomando en cuenta a (2)
asi como la estimacion de M (k) por medio de
la 16gica difusa, ambos aplicados sobre (9), como
se observa en (8) y se ilustra en la figura 6 y con
acercamiento en la figura 7.
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Figura 6 Identificacion del estado y(k) a través de (9)
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Figura 7 Acercamiento de la figura 5, para observar
al estado identificado (k)

Teniendo los resultados de estimacion tanto por
el gradiente estocastico y la descripcion de la
ganancia de Kalman por la logica difusa; ambos
aplicados en la identificacion y de acuerdo con
la ecuacion (9), se obtiene (k). La figura 8,
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muestra el funcional descrito en (3) con respecto
al filtro identificador, observando en ella la
convergencia de filtrado a una region donde la
entropia se encuentra acotada y es constante.
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Figura 8 Convergencia del filtro identificador J(k)
de acuerdo con (1)

El tiempo de convergencia global se logra con
una entropia constante (de a cuerdo a la figura 5)
a los 69.49 Hz, lo cual es menor a la evolucidon
del propio sistema acotado por la condicion
LDmax =24 Hz, cumpliendo con las propiedades
de tiempo real descritas previamente. En la figura
9, se puede observar la convergencia del filtro por
medio de la entropia descrita en (6).
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Figura 9 Entropia de la identificacion H(J(k) de
acuerdo con (6).
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Se puede observar que el tiempo global
de convergencia del filtro es de 0.1539s
, €l cual es menor a la condicion de evolucidon
del sistema que es de 0.41653s, teniendo
en cuenta que el tiempo de convergencia
propuesto para el sistema se encuentra dentro
del intervalo [0.32633, 0.41653]s, y el intervalo
de convergencia del filtro [0.1393, 0.1539]s;
cumpliendo con la condiciéon de Nyquist, en
donde el filtro requeriria de acuerdo con el
sistema de un tiempo de evolucion de 0.05s y que
en la realidad es de 0.004 5. Lo cual que en sus
condiciones locales y globales cumple con las
propiedades de tiempo-real.

Conclusiones

En este trabajo se realizo la descripcion de un filtro
identificador con dos estimadores uno realizado de
manera estocastica y otro usando la logica difusa
para estimar la ganancia del filtro. El estimador
estocastico fue obtenido usando el método del
gradiente estocastico que es un estimador dptimo
por ser resultado de un punto de equilibrio dentro
de la region de estimacion. El estimador de la
ganancia con logica difusa, es un estimador del
tipo adaptivo y que se basa en la logica difusa para
la seleccion de la region de operacion del error de
identificacion para lograr que el filtro identificador
llegue a la condicion deseada.
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