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RESUMEN

Desde su aparicién en 1825, la curva sigmoidea propuesta por Benjamin Gompertz
ha sido aplicada en diferentes campos. En ciencias animales se usa frecuentemente
para describir el crecimiento de los individuos. En el presente trabajo se muestra un
andlisis matemdtico de la funcién y la construccién de algunos de los pardmetros que
se obtienen de la misma.
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MATHEMATICAL DESCRIPTION OF THE GOMPERTZ FUNCTION
APPLIED TO ANIMAL'S GROWTH

ABSTRACT
Since its appearing in 1825, the sigmoideal curve proposed by Benjamin Gompertz has
been applied in different fields. In animal sciences it is frequently used to describe the

individual’s growth. The present work shows a mathematical analysis of the function

and the construction of some of the parameters obtained from it.
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INTRODUCCION

Desde su aparicién en 1825 (1), la cur-
va sigmoidea propuesta por Benjamin
Gompertz ha sido aplicada en diferentes
campos, aunque por mucho tiempo fue
de interés solamente en actuaria (3) (2).
En ciencias animales es una de las fun-
ciones mds empleadas para describir el
crecimiento de los individuos (3).
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El desconocimiento de las curvas de
crecimiento y de pardmetros producti-
vos de interés econdmico ha limitado la
implementacién de programas de mejo-
ramiento zootécnico que permitan au-
mentar la productividad (3), por tanto,
resulta importante hacer uso de este tipo
de herramientas en los sistemas de pro-
duccién animal.
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Ante la necesidad de un conocimien-
to adecuado de las funciones empleadas
en la modelacién de fenédmenos bio-
légicos y de los procesos matemdticos
mediante los cuales se obtiene informa-
cién acerca de las mismas, en el presente
trabajo se describe matemdticamente la
funcién de Gompertz y se muestra en
detalle la construccién de los pardme-
tros que de esta se derivan, los cuales
brindan importante informacién acerca
del fenémeno bioldgico que se estd mo-
delando. Dichos pardmetros son: tasa
de crecimiento, asintotas horizontales,
aceleracién del crecimiento, punto de
inflexién, tasa mdxima de ganancia de
peso, valor delta, tasa relativa de creci-
miento, tasa de madurez sexual y grado
de madurez absoluta.

LA FUNCION GOMPERTZ

La funcién estd definida de la siguiente
manera:

f:R* >R
x = f(x)

Al ser aplicada para describir el cre-
cimiento desde el nacimiento (edad 0)
hasta la edad adulta la funcidén es la si-
guiente:

{aee}'“, 0<x< Xm}
y = f(x) = 0, en otro caso

En donde y corresponde al peso en
el tiempo x,; x,, es la edad a la madurez,
mientras que a, b y ¢ son constantes de-
finidas asf:

0 <a e R, corresponde al peso adul-
to o asintético.

1 <b € R, es un pardmetro de ajuste
cuandoy = 0 6 x = 0.

0 <c<1,ce R, esel indice de ma-
durez.

Teniendo en cuenta la informacién
anterior se tiene que 0 <y € R

El recorrido de la funcién es [PN,a),
en donde PN es el peso al nacimiento y
a el peso adulto, esta es una funcién es
inyectiva.

Como se menciond previamente, el
pardmetro @ se conoce como peso asin-
tético debido a que corresponde a una
asintota horizontal de la funcién. A con-
tinuacién se prueba este hecho. Para en-
contrar esta asintota horizontal se calcu-
la lim...f(x) (4), pero antes de aplicar
el limite se hace una modificacién alge-
braica de la funcién, como sigue:

y=ae ¢ =-2 =&
e e(%)
lim ae,, =a
SNy

Por tanto, a es una asintota horizon-
tal de la funcién.

PUNTOS CRITICOS

La primera derivada de la funcién que
corresponde a la velocidad de crecimien-
to es:

dy —ebme b—cx —eh e h—ex
I~ ae (—e" *)—c)=cae * e

_ ab—ex . .
como ae © =vy; la primera derivada

dy b—ex

puede escribirse como - = cye” %, que

es una de las formas en las que mds co-
munmente aparece referenciada (1-2).
Esta derivada puede transformarse me-
diante manipulacién algebraica, llegan-
do a otra de sus formas m4s conocidas,
dy v a ..

x = eylnly ) = cyln(y . El siguiente
es el procedimiento para llegar a esta ex-
presion:
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ln(%) = ln(ae:”‘) =lInle ") =—e" =

d . .
d—z =cye’ @ = —cy(—e" ™) = — cyln(%)

— Cyln(%) = cy(lna — Iny) = cyln(%)

Al igualar la primera derivada a cero
se evidencia que no existen puntos criti-
cos puesto que ¢’ # 0Vx €R, de don-

dy .. .
de ;- # 0y por consiguiente no existen

puntos criticos.

d? .
y d R

Punto de inflexion

Para encontrar el punto en donde cambia
la concavidad de la funcidn se obtiene la
segunda derivada, la cual corresponde
a la aceleracién del crecimiento, esta se
iguala a cero y se soluciona la ecuacién
resultante en términos de x para hallar
la abscisa al punto de inflexidén, luego se
calcula la imagen de la misma para llegar
a las coordenadas de dicho punto (4),
esto es:

—e" ™+ bh—cx

dx ~ dx A = gy
_ ab—ex P _ —pb—ex — pS
= cae e +b u\[_ eb CX(_ C) _ C] = cae e +b Cx(Ceb ex C)
—ehex —cx —cx —cx —cx
= cae """ “(ce" ™ —¢) = cye” “(ce” " —¢)
— Czyeb*cxeh*cx _ C2yeh*cx — C2yeb*cx (eb*cx _ 1)
ey e o del animal, también conocida como fase
7 = c'ye’ (e — 1) = 0, implica L.
dx Lag. Matemdticamente corresponde al
que e" * —1 = 0, por tanto: punto de corte con la abscisa de la rec-
e =1 ta tangente al punto de inflexién, por
Ine’ = = Inl tanto se debe encontrar la ecuacién de
(b — ex)lne = 0 dicha recta, labor para la cual se conoce

b—cx:0dedondex:%

b - Lo e _
f(g =ae ® "=ae’ " =ae ® =ael=

o

Por consiguiente, el punto de in-

fAexid (D é)
exiénes (¢,5).

Tasa maxima de ganancia

Corresponde al valor de la primera deri-
vada (razén de cambio instantdnea) en el
punto de inflexidn, esto es:

f’(h) — ace*ch "%+b*c% — ace*c" b+h—b
C

o 1 __ac

= ace = e
Valor delta

Es un pardmetro de utilidad ya que in-
dica el final de la fase de estructuracién

la pendiente de la misma, es decir, la tasa
mdxima de ganancia y un punto por el
cual pasa, correspondiente al punto de
inflexién.

En la funcién Gompertz la pendiente
de la recta b* es:

br=& (%)) =2a-v

Al analizar la anterior expresién se
advierte que b*< 0, ya que b > 1, por
tanto, para el caso de la funcién bajo es-
tudio el valor delta es:

a
_ b* g(b -1
VD=-br =0 —
€

La anterior expresion se puede sim-
plificar llegando a una mucho mds sen-
cilla.
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Tasa relativa de crecimiento

Este pardmetro proporciona datos que
no dependen de la dimensidn, es dtil
para comparar lineas o especies y se defi-

fnie como (%)(3_1) (2-3). Esto es:
R = (Hese oo

La TRC también puede se puede ex-

presar como:
TRC = (%)cyln(%) = ¢(Ina — Iny)

Expresada en la primera forma se co-
noce como tasa relativa en funcién del
tiempo, y en la segunda se conoce como
tasa relativa de crecimiento en funcién
del tamafio (2).

Tasa de madurez sexual

Segtin Agudelo et 4l. (3), este pardmetro
fue propuesto por Taylor en 1971. Es el
cociente entre el peso en el tiempo ty
el peso adulto, si el valor del mismo se
multiplica por cien se obtiene el porcen-
taje del peso adulto que se ha alcanzado
en el tiempo t.

_ eb—ex

o & __ae _ _ebeew
TMS = ¥ =8¢

Grado de madurez absoluta

Definida como %)(%) (3), descompo-

niendo esta expresion se tiene:

(1(22) = (Beae-=er-= = ce-=s

Existen varios trabajos con datos de
campo empleando la funcién Gompertz
para modelar el crecimiento de anima-
les, como el de Davidson (5) en bovi-
nos, Agudelo-Gémez et 4l. (6) en bufa-
los, Helmink et 4l. (7) con perros, entre
otros.

CONSIDERACIONES

En ciencias animales se deben seguir
empleando diferentes tipos de funciones
para estudiar los fenémenos bioldgicos
relacionados con la produccién ya que
este conocimiento se ha convertido en
una poderosa herramienta que contri-
buye al desarrollo de tecnologfas para el
sector pecuario. Para quienes trabajan
en modelacién resulta necesario tener
un conocimiento claro, desde el punto
de vista matemdtico, de las diferentes
funciones con las cuales trabajan, esto
implica la definicién formal y los pasos
mediante los cuales se obtienen los dife-
rentes pardmetros de las mismas.
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