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Aplicacion del método de nimero de onda
discreto en la propagaciéon de ondas SH en

medios estratificados

Application of the Discrete Wave Number Method in the
SH Waves Propagation in Layered Media
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RESUMEN

El articulo presenta una revisién del método del niume-
ro de onda discreto (DWN) y su aplicacion en el analisis
de fuentes lineales en medios estratificados para el caso
de ondas SH. El método calcula la funcion de Green
de forma numérica, descomponiendo el campo de des-
plazamiento como la superposicion de ondas planas. La
solucién se expresa como una ecuacién integral sobre
el dominio del nimero de onda horizontal. La evalua-
cion de dicha ecuaciéon implica considerar la presencia
de infinitas fuentes distribuidas peridédicamente a lo
largo del eje horizontal x. La aplicacién del método se
extiende para calcular la funciéon de Green en medios
estratificados, formulando las condiciones de frontera
adecuadas en las interfaces de los estratos. Por ultimo,
se presentan los resultados de sismogramas sintéticos
calculados para un arreglo unidimensional de recepto-

res en superficie.

KEY WORDS
Wave propagation, discrete wave number, layered me-
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ABSTRACT

This paper presents a review of the discrete wave num-
ber method (DWN), and its application in layered me-
dia subjected to a lineal source in the case of SH waves.
The method allows for the numerical calculation of the
Green function; it decomposes the displacement field
as a superposition of plane waves. The solution is ex-
pressed as an integral equation over the horizontal
wavenumber domain. The evaluation of the integral
equation implies infinite sources distributed along the
horizontal x-axis at equal intervals. The method is used
to calculate the Green function in a layered media; the
enforcement of boundary conditions at the interface of
each layer allows us to find the appropriate coefficients
for the plane wave expansion. Finally, seismographs are

calculated for a linear array of surface receivers.
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INTRODUCCION

El método del numero de onda discreto fue pro-
puesto por Bouchon y Aki [1] y ha sido ampliamente
usado para estudiar gran variedad de problemas en
elasticidad dindamica, y para probar la precision de
otros métodos numéricos como diferencias finitas,
elementos finitos, métodos de rayo y técnicas pseudo-
espectrales (e.g. [2, 3,4, 5, 6, 7]). Esta técnica permite
calcular la funcién de Green de forma numérica con
un desarrollo matematico sencillo y un costo compu-
tacional relativamente bajo. En el presente articulo, se
abordan algunos aspectos basicos de la formulacién
del método y aspectos de su convergencia y precision,
comparando soluciones analiticas con las aproxima-
ciones numéricas. Ademas, se presenta el calculo de
sismogramas sintéticos para un perfil de suelos tipico
de la sabana de Bogota, suponiendo una fuente some-

ra que se encuentra en el interior del medio.

PRINCIPIOS DEL METODO

La propagacién de ondas generadas por una fuente
lineal en un medio elastico puede representarse me-
diante ondas cilindricas o, bien, como una superposi-
cién de ondas planas homogéneas y no homogéneas.
Bajo este ultimo supuesto y denotando a x'y g como
los ejes horizontal y vertical respectivamente, el cam-
po de desplazamientos armoénico en direcciéon per-

pendicular al plano se puede escribir de la forma:
u(zm)= ™ | " Fk,z)e “dk, (1)

donde w es la frecuencia y £ es el nimero de onda ho-
rizontal. La ecuacién (1) representa todo el conjunto
de ondas planas emitidas por la fuente hacia el medio.
Cuando el medio es infinito y homogéneo, la integral
puede ser evaluada y la solucién analitica es expresada
mediante funciones de Hankel de segunda especie y
de orden 0; sin embargo, cuando el medio es finito
o si hay heterogeneidad en los estratos, la solucién
puede presentar singularidades y la evaluacién de la
integral se torna muy complicada, aun numéricamen-

te. Si en vez de considerar una sola fuente se conside-

ran multiples fuentes separadas periédicamente una
distancia L a lo largo del eje horizontal, la ecuacién

(1) se trasforma en:
wioze)= || Flz)ets Y e, (2)

donde L es la periodicidad de las fuentes, y el término
adicional es la contribucién de cada una de las multi-
ples fuentes. El término del tiempo ¢, se omite, pero
se entiende que estd presente. Segun con el teorema
de Schwartz [8], se tiene que la sumatoria introducida
en la Ecuacién (2) colapsa en una serie de pulsos delta
de Dirac espaciados periédicamente una distancia L.

> =2 S 5k - k). 3)

m=-0 n=-00

De acuerdo con la Ecuacion (3), el integrando de la
Ecuacién (1) solamente existe para los valores dis-
cretos £=k, de la suma en la Ecuaciéon (3). De esta
forma, la Ecuacién (1) puede ser reescrita como:
© o
u(ze)= 2L Y Bk, et (4)
7n=-00
Donde £, es el nimero de onda discretizado, el cual

S¢ expresa como:

£ =27, (5)

Sila serie de la ecuacién (4) converge, entonces la
sumatoria puede truncarse para obtener una aproxi-
macién de la solucién; por lo tanto, la ecuacién se

discretiza como:

N
W)= 2B ¥ e Flh, 9t ©

Donde N es el nimero de términos que se consideran
en la aproximacioén y ¢, es el factor de Neumann (vale
1.0 para n=0y 2.0 para #>0), el cual se introduce por
la simetrfa de las fuentes y reduce la evaluacién de la

suma a la mitad.

Es importante tener en cuenta que la solucién plan-
teada en la ecuacién (6) considera la presencia de in-
finitas fuentes distribuidas de manera horizontal, de
manera que para obtener la solucién debida a una sola

fuente se debe aislar la respuesta de las fuentes le-
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§n=-00

janas. La respuesta de las fuentes aledafias se puede
aislar seleccionando una distancia L suficientemente
grande, para que las ondas generadas por las demds
fuentes no alcancen a llegar a los sitios donde se en-
cuentran los receptores. Otra forma de aislar las on-
das provenientes de las fuentes lejanas es introducien-
do una pequefia parte imaginaria en la frecuencia, de
tal forma que se aumenta la respuesta de los primeros
arribos (fuente de interés) con respecto a la respuesta

de los arribos tardios (fuentes aledafas).
® = wy - o) (7)

El efecto de la frecuencia imaginaria se corrige luego
cuando se tiene la solucién en el dominio del tiempo.
La respuesta impulsiva #(#) se obtiene a partir de la

solucién #(w) a través de la relacion:
u(t) = e’ ID; (@)% d wy 8)

Donde la integral resultante es evaluada con la tras-

formada rapida de Fourier.

VALIDACION Y CONVERGENCIA DEL METODO

Para validar los calculos numéricos y analizar la con-
vergencia del método se compararon los resultados
con la solucién analitica para el caso de un semiespa-

cio y un estrato finito con base rigida. Las soluciones

- — Solucién analitica
———~— Aproximacion D W N

1G,)

Frecuencia normalizada

corresponden a una fuente lineal de ondas SH. En la
Figura 1, se muestran las funciones de Green obte-
nidas mediante el DWN para una aproximacién con
1000 términos, junto con las soluciones analiticas de
cada caso. Para el caso del semiespacio se considerd
que la fuente se encuentra en el interior del medio; se
observa que las soluciones son practicamente iguales
para todo el rango de frecuencias. Para el caso de base
rigida, se calcula la parte imaginaria de la funcién de
Green para fuente y receptor coincidentes en la su-
perficie; se observan ligeras diferencias alrededor de
las singularidades, lo cual se debe a que la base rigida
es aproximada en el cilculo numérico, como un se-

miespacio de rigidez finita.

Los anteriores resultados muestran que para el rango
de frecuencias considerado la aproximacién numérica
es bastante buena, considerando 1000 términos en la
ecuacién (6); sin embargo, en la medida que el rango
de frecuencias se hace mas amplio, la aproximacién
comienza a alejarse de la solucién exacta para un de-
terminado numero de términos. Con el propdsito
de analizar la convergencia del método se realizaron
calculos para el caso del semiespacio elastico consi-
derando diferentes términos de la serie y diferente
periodicidad de las fuentes. En la Figura 2, se presen-
ta la solucién evaluada en superficie para diferentes

puntos ubicados a lo largo del eje x, considerando

Solucién analitica
——=— Aproximaciéon D W N

Imag|G,,)

Frecuencia normalizada

Figura 1. Comparacion entre la funcion de Green calculada por el DWN y la solucién exacta en funcién de la frecuencia normalizada /7 (r=1.255.). A
la izquierda se presenta el mddulo de la funcion de Green para el caso del semiespacio y a la derecha se muestra la parte imaginaria de la funcién de
Green para fuente y receptor coincidentes en la superficie de un estrato finito con base rigida (ver [g]).
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Figura 2. Convergencia en funcién del nimero de términos de la serie

500 y 1000 términos en la serie. Se observa que, en
cuanto mas términos se involucren en el calculo, el
rango de frecuencias para las cuales se tiene una bue-
na aproximacién es mayor. Por otro lado, se aprecia
que la divergencia de la aproximacién con respecto a
la solucién analitica se amplifica en cuanto mas aleja-

do se esté de la fuente.

Otro parametro que juega un papel importante en la
convergencia del método es la periodicidad que se
elija para las fuentes. En la Figura 3 se presentan los
resultados de la funcién de Green para el caso del se-
miespacio elastico, calculadas con diferentes valores

de Ly considerando un valor fijo de 500 términos en
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la Ecuacién (6). A medida que el valor de L. aumenta,
la solucién es suave aunque se tienen divergencias a
altas frecuencias; por otro lado, cuando el valor de
L es muy pequeflo, se eliminan las divergencias de la
funcién en altas frecuencias pero se presentan oscila-

ciones que distorsionan el resultado.

La seleccion de la periodicidad dependera de la natu-
raleza del problema. Este valor debe ser suficiente-
mente grande para garantizar que durante el tiempo
de observacién, las ondas provenientes de las fuentes
cercanas no afecten los resultados. En la practica, se
suele calcular el valor de L con respecto a la velocidad

del estrato mas rigido y el tiempo de observacién; no

‘ Aproximacién con L=500 ‘

—— Estaciéon 1
Estacion 2
Estacion 3

16,

0.1
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Figura 3. Convergencia en términos de la periodicidad de las fuentes
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obstante, se debe tener en cuenta que esto puede im-
plicar un gran costo computacional ya que se deben
considerar bastantes términos de la serie para no te-
ner divergencias de la funcién de Green a frecuencias

bajas (inferiores a la frecuencia maxima de interés).

APLICACION A MEDIOS ESTRATIFICADOS

La descomposicién del problema inicial en ondas pla-
nas, facilita el analisis de la propagacién en medios
heterogéneos, siempre y cuando se trate de estratos
horizontales que cambien sus propiedades solamente
con la profundidad. Si los estratos son horizontales,
las Unicas ondas que pueden existir son las reflejadas,
las refractadas y las que produzca la fuente lineal. De
esta forma, se puede escribir el campo de desplaza-

mientos como:

un(x,3,0,k)=A, (k@) 1,33+

B, (k) E35,) ©)

Donde xy 7 son los ejes horizontal y vertical, w es la
frecuencia circular, £ es el numero de onda horizon-
tal, A,y B, son los factores de amplitud de las ondas
que se propagan en cada estrato y el valor de 7, esta

dado por:

Ny = (%)2 -k Imag(n)<0, (10)
donde g, es la velocidad de onda de corte del estra-
to considerado. En el estrato donde se encuentra la
fuente, ademas de las ondas ascendentes y descen-
dentes, deben tenerse en cuenta las ondas emitidas

por la fuente misma.

De los parametros considerados en la Ecuacién (9),
se desconocen los valores de A, y B, los cuales son
funcién del numero de onda 4, y de la frecuencia w.
Los valores de los coeficientes pueden ser hallados
formulando las condiciones de frontera en las intet-
faces de cada estrato. En superficie libre se debe cum-
plir que los esfuerzos cortantes sean nulos y en las in-
terfaces de cada estrato debe existir compatibilidad de

esfuerzos y desplazamientos. Con estas condiciones

se construye un sistema de ecuaciones simultaneas,

que debe ser solucionado para cada w y cada 4.

Para ilustrar el cdlculo de la funcién de Green en
medios estratificados mediante el método DWN, se
analiz6 una columna estratigrafica tipica de la saba-
na de Bogotd. El perfil estratigrafico esta caracteri-
zado por suelos blandos correspondientes a las ar-
cillas lacustres de la formacién Sabana seguido por
intercalaciones de areniscas y arcillas de la formacion
Subachoque. En la Figura 4 se presenta el perfil de
velocidades asumido para el cilculo. Para la sefial de
la fuente se usé un pulso de Ricker, el cual permite
tener un control directo sobre la duracién, el rango
de frecuencias y la frecuencia predominante de la ex-
citaciéon forzada. La expresion analitica del pulso de

Ricker esta dada por:
n(r-t) 1 (1))
R(;):(¥ ] 7) -4 (11)
P

donde 7, es el petiodo caracteristico del pulso y # es
un parametro que traslada el pulso a lo largo del eje
del tiempo. Los parametros usados para el calculo de

sismogramas son £=1.5sy #,=0.5s.

Profundidad (m)

120 —

160

100 200 300 400
Velocidad de onda de corte (/7/%)

Figura 4. Perfil de velocidades de onda de corte usado para el analisis

Los sismogramas sintéticos se calcularon consideran-
do la fuente a una profundidad de 300m y son pre-
sentados en la Figura 5. Los diferentes receptores se
ubicaron en superficie, centrados con respecto a la
coordenada x de la fuente. Se observa claramente el

primer arribo de la sefial en todos los receptores, jun-



Sismogramas sintéticos

Receptor

Tiempo (s)

Figura 5. Sismogramas sintéticos calculados para el perfil de suelos considerado

to con los demds arribos generados por las reflexio-
nes de los estratos. Los sismogramas reflejan la ate-
nuacién geométrica que se presenta en los receptores
mas lejanos, la cual es proporcional al inverso de la

distancia.

Por otro lado, se puede observar que los receptores
mas lejanos muestran sismogramas mads largos con
movimientos importantes después de haber acabado
la vibracién forzada del sistema, mientras que los sis-
mogramas de los receptores mas cercanos son mas
cortos. Este efecto se observé en Bogotd durante
el sismo de Quetame del 24 de mayo de 2008, en el
cual se registraron movimientos importantes tiempo
después de la fase intensa del movimiento en varias
estaciones de acelerégrafos instalados en la ciudad.
Estos movimientos se deben a ondas superficiales
que quedan atrapadas en los estratos mas blandos y

superficiales del depésito.

Debido a la naturaleza del problema considerado en
el presente articulo, sélo aparecen desplazamientos
horizontales en el antiplano y ondas superficiales tipo
Love; no obstante, la formulacién del método pue-
de extenderse sin mucha dificultad, para las demas
componentes de movimiento en 2D y 3D. El método
también puede utilizarse en conjunto con otras técni-
cas numéricas como elementos de contorno (BEM,
IBEM), para el modelado de grandes cuencas [10], o

para la interpretacién de ensayos geofisicos donde se

tiene bien controlada la fuente con el fin de identifi-

car el arribo de los diferentes tipos de ondas sismicas.

CONCLUSIONES

El método del nimero de onda discreto es una herra-
mienta 1til para el calculo de la funcién de Green en
medios estratificados. El método se basa en la des-
composiciéon en términos de ondas planas y la pre-
sencia periédica de infinitas fuentes para trasformar
el problema de una integracién continua en una su-

matoria discreta.

La convergencia del método depende de dos factores.
Por un lado, se encuentra la cantidad de términos que
se considera para el calculo de la serie y, por otro,
esta la periodicidad de las fuentes; ambos parametros
controlan la discretizacién del nimero de onda. Com-
parando las soluciones analiticas con las soluciones
numéricas se concluye que puede haber dos tipos de
divergencias. La primera tiene que ver con el rango de
valores para los cuales se evalua el valor de £, entre
mayor sea el rango, se tiene una mejor aproximacion
en un amplio rango de frecuencias. La segunda tiene
que ver con el incremento de £ que se seleccione, a
menor incremento mayor precisién en la solucién. Si,
por el contrario, se escoge un incremento muy grande
se obtienen oscilaciones con respecto al valor medio,

que distorsionan el resultado.
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En el presente escrito se aplica el método para me-
dios verticalmente heterogéneos, imponiendo las
condiciones de frontera en las interfaces. Esto per-
mite calcular funciones de Green para estratigrafias
mas complejas y calcular sismogramas sintéticos. En
particular, se muestra un ejemplo tipico de un perfil
de suelos en la sabana de Bogotd. Los sismogramas
calculados muestran el atrapamiento de ondas en los
estratos superficiales, fenémeno que explica la apari-
cién de ondas tiempo después de la fase intensa del

sismo de Quetame.

La facilidad de la formulacién y la versatilidad del
método permiten que pueda usarse en conjunto con
otras técnicas numéricas, esto hace que el DWN sea
una herramienta de gran aplicacién para la modela-
cién de la fuente sismica, el efecto de la estratigrafia,
la geometria de las cuencas y la interpretacién de

ensayos geofisicos.
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