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Resumen

Introduccion: en la ensenanza de las
matematicas el usode recursos tecnoldgicos
ha tomado importancia en las practicas
docentes. No obstante, enalgunas ocasiones
la no profesionalizacion de profesores en las
aulas les impide poder utilizar este tipo de
herramientas de maneraeficazyacordesa las
necesidades educativas de hoy dia. Objetivo:
caracterizar el conocimiento especializado
del profesor de matematicas que ensena de
manera efectiva la modelacion de la elipse
a través de las mediaciones tecnoldgicas.
Materiales y Métodos: el enfoque de esta
investigacion es de tipo cualitativo, con
diseno y estudio de caso instrumental. La
recoleccion de la informacion se llevé a cabo
mediante 13 unidades de observacion no

participantes, diario de campo, cuestionario
y una entrevista semiestructurada a un
profesor con formacién y experiencia en la
ensenanzade laelipse haciendousode las TIC.
Resultados: Se encontrod relaciones entre el
conocimiento especializado del profesorde los
temasyde laensenanza de las matematicas,
que contribuyen a la aproximacion de la
ensefanza de la modelacién de la elipse
mediante el software GeoGebra. Se Concluye
que es indispensable que el profesor tenga
conocimiento tanto disciplinar, didactico-
pedagdgico y del recurso tecnoldgico que
utiliza para la ensenanza de un contenido
especifico de las matematicas.

Palabras <clave: Conocimiento
especializado; modelacion; elipse; secciones
conicas; TIC.
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Specialized Knowledge of
the Mathematics Teacherin
teaching the modeling of the

ellipse through technological
resources

Abstract

Introduction:inthe teaching of mathematics,
the use of technological resources has become
important in teaching practices. However, on
some occasions the non-professionalization of
teachersinthe classroom preventsthem from
being able to use this type of tools effectively
and in accordance with today’s educational
needs. Objective: characterize the specialized
knowledge of the mathematics teacher who
effectively teaches the modeling of the ellipse
through technological mediations. Materials

and Methods: the focus of this research is
qualitative, with an instrumental case study
design. The information was collected through
13 non-participant observation units, a field
diary, a questionnaire and a semi-structured
interview with a teacher with training and
experience in teaching the ellipse using ICT.
Results: Relationships were found between
the teacher’s specialized knowledge of the
topics and the teaching of mathematics, which
contribute to the teaching approachtoellipse
modeling using the GeoGebra software. It was
Concluded thatitis essential thatthe teacher
has both disciplinary, didactic-pedagogical
knowledge and knowledge of the technological
resource that he uses to teach a specific
content of mathematics.

Keywords: Specialized knowledge;
modeling; Ellipse; Conic sections; ICT.

Conhecimento especializado
do professor de matematica
no ensino da modelagem da
elipse por meio de recursos
tecnologicos

Resumo

Introducao: no ensino de matematica, o uso
derecursostecnologicos tornou-se importante
nas praticas pedagogicas. No entanto, em
algumas ocasioes, a nao profissionalizacao
dos professores em sala de aula os impede
de usar esse tipo de ferramentas de forma
eficaz e de acordo com as necessidades
educacionais atuais. Objetivo: caracterizar
o conhecimento especializado do professor
de matematica que efetivamente ensina a
modelagem da elipse por meio de mediacoes
tecnoldgicas. Materiais e Métodos: o foco
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desta pesquisa é qualitativo, com desenho de
estudo de casoinstrumental. As informacoes
foram coletadas por meio de 13 unidades de
observacdo nao participante, didrio de campo,
questionario e entrevista semiestruturada com
uma professora com formacao e experiénciano
ensino da elipse com TIC. Resultados: foram
encontradas relacoes entre o conhecimento
especializado do professor sobre ostemaseo
ensino de matematica, que contribuem paraa
abordagemde ensinodamodelagem de elipses
utilizando o software GeoGebra. Conclusao:
é fundamental que o professor tenha tanto
conhecimento disciplinar, didatico-pedagogico
e conhecimento do recurso tecnoldgico que
utiliza para ensinar um contetdo especifico
de matematica.

Palavras chave: Conhecimento
especializado; modelagem; Elipse; secoes
conicas; TIC
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Introduccion

Los avances de los recursos tecnologicos
para la ensefanza de las matematicas y las
exigencias por parte de entes educativos
ministeriales de los paises conrespectoaqueel
profesorado utilice las TIC como herramientas
de suquehacery planificacion pedagdgica en
eldiaadia, denotan larelevancia que hoy tiene
que un profesor que ensefa matematicatenga
conocimiento de herramientas tecnoldgicas
plasmadas de manera efectiva en su practica
(Montoya y Gonzalez, 2019). Por lo que la
capacitacion a profesores desarrolladas por
centros educativos, directivas y politicas de
estado y el acceso a herramientas TIC son
elementos necesarios para mejorar la calidad
y eficacia de la educacion (Cabero y Valencia,
2019; Padilla-Escorcia y Conde-Carmona,
2020; Conde-Carmona y Padilla-Escorcia,
2021; Conde-Carmona, Fontalvo-Meléndezy
Padilla-Escorcia, 2021). Yaque de acuerdo con
Schon (1987), esimportante que los profesores
renueven sus métodos de ensenanza a partir
de los resultados que obtienen en sus practicas
diarias. PorloquelainteraccionconlasTIC es
fundamental para que el profesor cuente con
los conocimientos necesarios que hagande su
practicanovedosay efectiva, pues estaesuna
de las competencias con las que deben contar
los profesores del siglo XXI (UNESCO, 2017;
OCDE, 2019). Con la implementacion de este
tipode herramientas se apuntaatransformar
los sistemas de educacidon y mejorar los
resultados de aprendizaje en los educandos,
porloque el papeldel profesorado esclave en
la consecucion de ese objetivo.

Por su parte, en el campo de la educacion
matematica, los modelos de Shulman (1986),
Ball et al. (2008), Fennema y Franke (1992] y
Rowland, Huckstepy Thwaites (2005), Godino
(2009), entre otros, en su busqueda de definir
las caracteristicas que tiene el licenciado
en matematica y que lo hace diferenciar de
otros profesionales con conocimiento de la
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matematica, pero sin el titulo en educacion,
intentaron describir el conocimiento
especializado conelque debe contarel profesor
que ensene esta area del conocimiento, no
solo desde lo didactico-pedagodgico, sino de
la matematica misma (Acevedo-Rincén, 2020).

Sinembargo, es Carrillo etal. (2013]) quienes
profundizan sobre los modelos antes en
menciony proponen el modelo conocimiento
especializado del profesor de matematicas,
eninglés Mathematical Teacher "s Specialised
Knowledge (MTSK], cuyo eje central abarca
dosdominios que caracterizan el conocimiento
matematico y el conocimiento didactico-
matematico del profesor,y que adiferencia de
los modelos anteriores es mas especificoen los
subdominios de conocimiento disciplinaryde
tipodidactico-pedagdgico con los que deberia
contar el profesor que ensena esta area. Asu
vez, este modelo cuenta con elementos que
permiten analizar la practica pedagdgica
de un profesor que enseha matematicas
mediadas por las TIC, por lo que se esperan
relaciones entre los contenidos disciplinares
de la matematica misma. En el caso de esta
investigacion de las secciones cdnicas en
geometria con el componente pedagdgico
del profesor, de manera que esté acorde a las
exigencias del profesor de matematicas de hoy
dia, donde utilice de manera efectiva las TIC
en sus practicas pedagdgicas.

El modelo MTSK

Esta investigacion tiene como
fundamentacion tedrica el modelo del
conocimiento especializado del profesor
de matematicas (MTSK], que describe el
conocimiento matematico (MK) que requiere
elprofesor paraensenar matematicas. Acorde
con Carrilloetal.(2013)y Carrillo et al. (2018)
comprende los conceptos, procedimientos,
estructuras, ideas, conocimiento de
las conexiones entre los conceptos,
procedimientos, lenguaje matematico, entre
otros, de manera que el profesor ensene los
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contenidosrelacionando sus conjeturasylasde
sus estudiantes. Por su parte, el conocimiento
didactico-pedagdgico del contenido (PCK]) es
elconocimiento del profesoren el procesode
ensefanza y aprendizaje de los contenidos
de matematicas (Vasco, 2015; Montes, 2015).
Estos dominios de conocimiento se subdividen
entressubdominios cadaunocomo seobserva
a continuacion:

Figura 1. Modelo MTSK
Fuente: Carrillo et. (2018)

De acuerdo con la figura 1, se tiene que en
la parte izquierda del modelo se encuentra
el dominio del conocimiento matematico
(MK), que a su vez se desprende en tres
subdominios que son: el conocimiento de los
temas (KoT), conocimiento de las estructuras
matematicas (KSM] y conocimiento de las
practicas matematicas (KPMJ]. En la parte
derechadel modelo, se ubican los subdominios
pertenecientesal PCK que son: conocimiento
de la ensenanza de las matematicas (KMT),
conocimiento de las caracteristicas de
aprendizaje de las matematicas (KFML] y
conocimiento de los estandares de aprendizaje
de las matematicas (KMLS). Aparte, en el
centrose ubican las creenciasy concepciones
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del profesor de la matematica como la forma
en que se ensena la misma.

Subdominios del conocimiento matematico
(MK). Deldominio MK, se tienen los siguientes
subdominios: (i) Conocimiento de los temas
(KoT), el cual se refiere a un conocimiento
profundo y fundamentado de los contenidos
concretos de matematicas que el profesor
quiere que aprenda el estudiante con niveles
de profundizacion mayores. Dentro de este
subdominio esta incluido las categorias de
procedimientos, definiciones, registros de
representacion, propiedades y relaciones
fenomenoldgicas (Santana y Climent,
2015; Flores et al, 2014); (ii)Conocimiento
de la estructura matematica [(KSM), el cual
corresponde al conocimiento del profesor
acerca de como se relacionan elementos
de diversos contenidos de la matematica en
determinado momento concreto ligado a la
ensenanza; de manera que estas relaciones
simplifican o complejizan una tematica en
particular dentro del mismo campo de las
matematicas (Conexiones interconceptuales
e intra conceptuales) (Montes y Climent,
2016); y, liii) conocimiento de las practicas
matematicas (KPM), es el conocimiento del
profesor acerca de la forma en cdmo se
construye el conocimiento matematico, es
decirlajerarquizacionyla planificacion que se
requiere para proceder a resolver problemas
matematicos, la validacion y demostracion
de problemas matematicos, el papel del
lenguaje y los simbolos en matematicas,
practicas particulares como la modelizacion
y las condiciones que son necesarias para
la generacion de definiciones (Delgado &
Zakaryan, 2019).

Subdominios del conocimiento didactico-
pedagdgico del contenido (PCK). Eneldominio
PCK, se tienen los siguientes subdominios:
(i) Conocimiento de las caracteristicas de
aprendizaje de las matematicas [(KFML),
se refiere al conocimiento del profesor
para identificar la interaccion que tienen
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los estudiantes con los contenidos de las
matematicas abordados en las clases. Dentro
de esto subdominio se incluye, las debilidades
que tienen estos en el aprendizaje de los
contenidos, los obstaculos que conllevana que
los estudiantes aprendan los contenidos de las
matematicas, el conocimiento de los intereses,
gustos y motivaciones de estos para con las
matematicasy el conocimiento de teorias del
desarrollo cognitivo de los estudiantes que
son construidas a partir de las experiencias
delquehacerde la practica pedagdgica de los
profesores oteorias que soninstitucionalizadas
dentro de la Educacion Matematica (Carrillo
etal., 2018]); (ii) Conocimiento de la ensefianza
de las matematicas [KMT], es el conocimiento
que utiliza el profesor para representar los
contenidos mediante recursos, actividades,
tareas, ejemplos y su potencialidad en la
ensefanza de las matematicas. Apoyado
en teorias derivadas de resultados de
investigacion en Educacion Matematicaode su
propia experienciadocente (Santanay Climent,
2016; Floresetal, 2014);y, (iii) Conocimiento de
los estandares de aprendizaje de las matematicas
[KMLS]), se refiere al conocimiento del profesor
acercade loque esperaaprendaun estudiante
endeterminado grado de escolaridad, asicomo
el nivel de profundidad con el que debe ser
abordado un contenido en matematicas a partir
de referentes internacionales y nacionales
como El Programa para la Evaluacidén
Internacional de Alumnos (PISA, por sus siglas
en inglés) y El Instituto Colombiano para la
Evaluacion (ICFES) que evalian el desempefio
por competencias de los estudiantes.

De este modo, este modelo es considerado
en esta investigacion debido al contexto
en que esta se desarrolla con respecto al
conocimiento especializado de un profesorde
matematicas que ensena secciones conicas
utilizando las TIC. Por lo que se espera que
dicho conocimiento se evidencie en los
subdominios del MTSK, particularmente
se centra el analisis en elementos donde el
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profesor haga uso de herramientas TIC en el
salén de clases.

Materiales y Métodos

Esta investigacion tiene un enfoque
cualitativo (Stake, 2005), ya que busca
interpretar, analizarydescribirelconocimiento
especializado del profesor cuando ensena
las secciones coénicas utilizando las TIC,
especificamente la ensefanza de la elipse.
La cual se desarrolla bajo un diseno de
estudio de caso de tipo instrumental (Stake,
2005], puesto que a partir del estudio de una
situacion particular se pretende comprender
la realidad que implica ensenar matematicas
escolares haciendo uso de las TIC en el aula
de clase. Las técnicas de recoleccion de la
informacion utilizadas en estas investigacion
son: (ilcuestionario de caracterizacion del
conocimiento del profesor de matematicas
en TIC, el cual fue aplicado previo a las
observaciones de clases, para asi identificar
al participante como potencial de esta
investigacion; (ii) observacion no participante
durante 13 sesiones; [iii) diario de campo; (iv)
analisis de la observaciones no participantes
realizadas, algunas de manera presencial y
otras en la modalidad virtual y/o remota.

Este estudiose llevoa caboenunainstitucion
de caracter privado de laciudad de Barranquilla-
Colombia, en el grado décimo de secundaria.
La seleccidn del caso se realizd a partir de un
conjunto de casosrelacionados coneltemade
interés de esta investigacion (Simons, 2011).
Teniendo en cuenta el nivel de experticia del
profesor con el software GeoGebra durante 3
anos y de resultados de investigacién como
articulosy ponencias donde ha utilizado estey
otros elementos TIC. Porsu parte, las unidades
degrabacionyobservaciones realizadas fueron
acorde a las planificaciones previamente
disenadas por el profesor.
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Ahora bien, para términos de esta Resultados
investigacion se seleccionaron los episodios
en los cuales el profesor utilizé GeoGebra,
incluyendo los contenidos de secciones
conicas. Sin embargo, para este articulo
en particular, fue seleccionado un episodio
relacionado con la grafica de la elipse a partir
de su ecuacién general, su centro en y sus
propiedades. En esta, el profesor propone
actividades que permitan modelar lo anterior
en GeoGebra parauna mejor comprensién de
los conceptos. De modo que se tuvo en cuenta
para el analisis de este articulo las practicas
pedagdgicas y matematicas del profesor,
objeto de analisis de esta investigacion. Por
lo que, los cuestionamientos, preguntas e
inquietudes realizadas por los estudiantes solo
contribuyen para enriquecer las respuestas del
profesor y confirmar el dominio disciplinary

Elepisodio que se presenta a continuacion
fue desarrollado con estudiantes de décimo
grado de educacion media secundaria. Eneste
el profesor Pablo (seudénimo) muestraindicios
de conocimientos del KoT, especificamente las
categorias que corresponden a definiciones,
procedimientosy propiedadesde laelipseenla
modelacion de su respectiva grafica. Ademas,
se evidencia conocimientos del profesor
acerca del nivel de potencialidad del recurso
(GeoGebra) y la forma en como se ensefia la
elipse, categorias del KMT como se observa
en el siguiente didlogo que sostiene Pabloy
sus estudiantes (nombrados con una letra
mayuscula del abecedario con el objetivo de
diferenciar cada unade las participaciones en

pedagdgico o no del profesoren la ensefianza @ clase).
del topico de secciones cdnicas.
Pablo OKjoévenes,vamos a solucionar el siguiente ejemplito, dice: determinar la ecuacion de

laelipse concentroenC = (—1,3), eje focal paralelo al eje x, eje mayor de 8 unidades
y eje menor de 6 unidades, luego realiza la grafica. Como tenemos que el centro es
igualaC = (—1,3), entonces yo puedo decirque h = —1yk = 3, ademas el eje mayor
esigual a 8 [pausal, entonces recordemos que el eje mayor su longitud es igual a
2a 2a,entonces2a = 8. Por lo tanto, yo puedo despejar el valor de a=4, porque el 2
que estaba multiplicando pasa a dividir.

Andlogamente hacemos lo mismo con el eje menor, recordemos que su longitud es
iguala 2b, entonces yo puedo decirque2b = 6yb = 3

Pablo Entoncesrecordemostambién quealsereleje focal paraleloaleje xlos vértices serian
iguala:v; = (h — a,k)yv, = (h + a, k),entoncesmequedalosiguiente:v; = (—1 — 4,3)
y v, = (=14 4,3), esdecir,v; = (=53) y v, = (3,3). V1= (=53) y V2 = (3,3).

Pablo Lo que hice fue reemplazarlos valores, el valor de k que lo habiamos obtenido, el valor
dea atambién que era4apartirde los datos que me brindd el ejercicio. Para los puntos
de corte con el eje normal, teniamos lo siguiente, eso estd dado por By = (h,k — b)y
B, = (h,k + b),dondehes-1.Y,kyaloobtuvimos, ; cdmo?, el dato original 3, menos el
valorde b que lo obtuvimos aqui[longitud del eje menor cuando el eje focal es paralelo
a x. Entonces me queda aqui B; = (—1,3 — 3),y B, = (—1,3 + 3), y si resolviéramos
esome quedaB; = (—1,0)yB, = (—1,6). Ahora, ;recuerdan por dénde debe pasar el
eje focal en un vértice (h, k)?

EstudianteB  ;Noeran losfocos (h, k — c)y (h, k + ¢)?
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Pablo OK, teniamos lo siguiente eje focal va a estar dado por mi componente de mi centro
Yy iquién es mi componente eny de mi centro?

EstudianteB 3

Pablo Es decir, pork = 3, como lo queramos poner, sabiendo que eso va a ser una asintota
vertical. Ojo, aqui pongo y = k, esto es una igualdad, puede utilizar k = 3, teniendo
en cuenta que no importa las dos constantes que coloquemos, simplemente por ahi

debe pasar una asintota.

EstudianteB  Mr.y ;Cdmo encuentras lac?.

Pablo Ah OK, recuerda la ¢ que nosotros utilizdabamos a? + b%y de ahi la despejamos, el
teorema de Pitagoras.

Pablo Ahora nos faltac, ;cémo la encuentro? [pausal ;Asib? + ¢ = a®?
Pablo ;. Como despejo el valor dec, teniendo ya elvalordeayb?
EstudianteD  Pasaslabarestar

Pablo sasic? = a? — b?

EstudianteD  {Si!

Pablo OK, pero como yo quiero es el valor de cy noc?, ; qué debo hacer? [Pausal, saco raiz
cuadrada en ambos miembrosy ;qué me queda?

EstudianteB  Quedad¥a? — b2 Va2 —bZ =c¢

Pablo OK, entonces ya yo tengo el valor de ay b, a=4 y b=3 y ahora entonces reemplazo
V42 =32 ; cuanto es 422427

Estudiante B 16

Pablo OK, diganme el desarrollo de eso

EstudianteB  3/16 —9

Pablo OK, icuanto me da en definitiva?

EstudianteC 7, raizde?7

EstudianteB ;Y esonodaunaraizinexacta?, jcudleslaraizde 7?
EstudianteD  2.64

Pablo c=2.b4
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Pablo

Estudiante C

Pablo

Pablo

Estudiante B

Pablo

Pablo

Estudiante B

Pablo

Pablo

Estudiante B

Pablo

Estudiante B

Pablo

Estudiante B

Pablo

Estudiante C

Pablo

Entoncesyatengo como encontrar las componentes de mifoco, ;cdmo Mr.? [Pausal,
miraloaquiF, = (h — ¢, k)yF, = (h + ¢, k), entonces queda: F, = (-1 —+7,3)pongo V7,
para cuando realice toda la operacion me tome todos los decimalesy F, = (-1 ++7,3)
Ahora me dicen jcuanto les da la suma del ,?, digo suma porque son signos iguales
Da —3,64.

OK.Asi: F; = (—3.64,3)

Y F?

1.64

0 sea positivo, F,=(1.64, 4]

Ahora, teniendo todo lo que encontramos, ;qué es lo que me hace falta? [Pausal, lo
que me estan pidiendo Mr.

Escribir la ecuacion

Entonces, recordemos que como es una elipse horizontal, utilizé esta ecuacion:
N2 a2
(=h) +(yb£<)

a?

= 1Luegorealizd larespectiva sustitucion en la ecuacion, entonces ;quién

es x?, nada Mr., eso hace parte de la ecuacion, pero si tenemos el valor de h, ; quién
esh?-1ykes3.

’ —(— 2 — 2 . .
Entonces queda asu%+% =1,0joenelcasodeh, debes tener cuidado con el

menos de la formulay el menos del signo de h, por su parte en k no tengo necesidad
de poner paréntesis al ser positivo, ;hasta ahora es claro de donde saco los datos?
[pausal de mi centro

Si

Ahora ;quién es elvalordea?

4

iyeldeb?

3

2 2 . ’ . . .7 .
Y me queda &=GW"° 4 023" _ 1 es decir, practicamente tengo mi ecuacién lista, ; por
4 3

qué digo casi?, porque debo desarrollar el denominador, entonces tenemos 42 42es
icuanto es?

16

OK,y;imenos por menos en el numerador?
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Estudiante C

Pablo

Estudiante B

Pablo

Estudiante B

Pablo

Estudiante B

Pablo

Estudiante C

Pablo

Pablo

Estudiante B

Pablo
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Més

3%es 9. Y me queda

2 _2)2 . . s
o) +% =1, ahora como yo quiero realizar la grafica de la

16
ecuacionvoy a utilizar a GeoGebra, entonces copio la ecuacidnala que llegamosyme
la traigo para acé [GeoGebra] para hacer su respectiva grafica y ahi me proyecta la
grafica (Figura 2). Ahoraverifiqguemos que los datos que encontramos eran precisos,
icuales micentro?

(—1,3)

OK, y nosotros encontramos v, que es (—5,3] y miren como va apareciendo aqui [en
GeoGebraly, v, iquién es?

(3,3)
OK, ahora bien, los puntos de corte ;con el eje quién?
x

Los puntos de corte con el eje normal (y], con el eje x los vértices, ;quiénes eran?
By = (—1,0)y B,?

inoeral(-1,6)?

B2=(-1,6) y aqui (obsérvese figura 3 flechas de color negro) graficamos todo lo que
hayamos encontrado.

Ah OK,yme hace falta lo principal [pausal, ; qué es lo principal de una elipse? [Pausal,
sus focos jsirecuerdan?

Si

ELF,=(-3.64,3), peroesovaaserunaaproximacionya que -3.64 tiene mas decimales,
mirenlo ahi [puntos Ey Fly el = (1.64, 3) y ahi tengo todos los valores de mi elipse,
mirenloahi,,,, B, B,, puntosde corte con el eje normaly esta historia continuara (...)
Figura 2. Graficade los vértices, focosy puntos de corte coneleje normalde la elipse
en el software GeoGebra.

Fuente: Elaborado por los autores
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En este apartado se resalta que Pablo
evidencia conocimiento de las propiedades
que ensena, ya que al proponer un ejercicio
a los estudiantes relacionado con el grafico
de una elipse con centro en (h, k) es decir que
no parte del origen, este sabe que los datos
que brinda el ejercicio de que el eje focal es
paralelo al eje x, eje mayor de 8 unidadesy
eje menor de 6 unidades, partes de la elipse
puedenser utilizados de manera efectivaen la
soluciondel ejercicioque apuntaalagraficade
lacdnicayalcalculodelas coordenadas de los
vértices [V1, V2] y del eje menor (Byy B,). Deigual
manera muestra indicios de conocimientos
de las definiciones, categoria del KoT ya que
al utilizar la propiedad de que el eje focal es
paralelo al eje x, este sabe que lo anterior
implica que los vértices y el eje menor estén
definidos de manera diferente a cuando una
elipse tiene centro en el origen. Siendo a su
vez llamativo que Pablo utiliza esta definicidn
pararelacionarla con otra definicién derivada
deelipsesconcentroen (h, k). Esto es, que sabe
que toda elipse con esta forma en su centro
contara con una asintota vertical al eje focal.

Por su parte, es interesante que un
estudiante preguntaaPablo por ;cdmo calcular
elvalordec?, elcualesnecesarioenelanalisis
delcalculode laecuacidngeneralde laelipse
(y;f)2=1,a>b>0, y
a? = b? + c?, centro de interés de la clase.

N2
que tiene forma &=2° 4
a

Se intuye que esta pregunta surge, dado que

a percepcion del estudiante lo ahondado
inicialmente por Pablo no correspondia a lo
que se pretendia desarrollar en la clase que
era: calculode laecuacidongeneralde laelipse
con centroen (h, k] y surespectiva grafica. Por
lo que se comprueba que Pablo conoce que
las definiciones y propiedades son el camino
correcto para solucionar lo solicitado en
el ejercicio. Por eso realiza preguntas a los
estudiantes como: ;recuerdas que la c se
calcula del teorema de Pitadgoras?, lo que es
llamativo, puesto que Pablo sabe que para
calcularcadaelemento que permita solucionar
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elejercicio se debe pasar por procedimientos
conexos al que se esta desarrollando.

De esta manera muestra indicios de
conocimientos de procedimientos, categoria
del KoT ya que sabe que paradespejarelvalor
decenlaecuaciéna® = b? + c%*conformaen
elteorema Pitagoras debe aplicar operaciones
matematicas previamente, por lo que realiza
preguntas a sus estudiantes como: ;jqué debo
hacer? ;Si saco raiz en ambos lados de la
ecuacion qué me queda? Que son orientadoras
para que los estudiantes reemplazan los
valoresdeaybhalladosencalculos anteriores
y sean ellos quienes procedan en lo que se
busca, como por ejemplo en los calculos de
potencias y raices, contenidos que resultan
del mismo procedimiento inicial y que Pablo
conoce, loque se comprueba cuando pregunta
ccudleseldesarrollodeV (16-7) ?, expresion
que termina determinando el valor de c.

Porotrolado,yde manerasimultaneaen la
clase se observan muestrasde conocimientode
Pablo acerca de las categorias de definiciones
y procedimientos del KoT, especificamente
cuandoidentifica laférmula de la ecuacién que
debe utilizarse dado que la elipse tiene forma
horizontal, de igual manera el procedimiento
que se debe realizar para al reemplazar los
valores de lasvariablesa, bycen laecuacion
de laelipse, lo cualincluye el conocimiento de
Pablo del desarrollo de potencias y la ley de
los signos de los numeros reales.

Asuvez, Pablomuestraindicios significativos
delconocimiento de potencialidad delrecurso
para la ensenanza, categoria del KMT, dado
que conoce que GeoGebra le permite graficar
las secciones conicas a partir de su ecuacion
general. Porlotanto, les pide a los estudiantes
que realicen el grafico de elipse con ecuacion
% @ = 1,yaque sabe que, de manera
visual, es mas probable que los estudiantes

identifiquen de manera grafica las partes
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que componen la elipse, como los focos, el
centro, vértices, coordenadas del eje menor,
puntos deinterseccionconelejexyconeleje
normal. Lo que se comprueba con preguntas
de verificacion que Pablo realiza como: ; cual
eselcentro?,;Cualesson los puntos de corte?
y preguntas que denotan su conocimiento
acercade estrategias paralaensenanzade las
matematicas como:;cuales son los elementos
principales de unaelipse? Que se intuye Pablo
realiza posterior al grafico de la elipse para
que teniendo en cuenta todos los elementos
que componen esta, no pierdan de vista que
la definicion de la elipse esta arraigada a la
suma de las distancias de los puntos P(x, y)a
dos puntos fijos llamados focos, pero en este
casoanalizadodesde laobservaciondel grafico
de GeoGebra que representaaunaelipse con
centroen (h, k). Ademas, pablo, tiene también
conocimiento de la potencialidad del recurso
GeoGebra para por medio de sus comandos
notar el punto exacto en el que estad ubicado
los vértices (eje x), puntos de corte con el eje
normal (ejey) los focosy las coordenadas del
eje menor como se observa en la figura 3.

Discusion

En el episodio seleccionado, es evidente
que los subdominios del MTSK donde mas
indicios de conocimiento por parte del
profesor se muestran son en el KoT y KMT,
siendo este Ultimo donde se muestra mas
el conocimiento especializado del profesor
para ensenar la elipse de manera efectiva
utilizando las TIC, en este caso utilizando el
programa de office Power Pointy el software
GeoGebra como recursos. Lo cual esta
alineado con las investigaciones realizadas
por Padilla-Escorciay Acevedo-Rincon (2020)
y Padilla-Escorcia y Acevedo-Rincén (2021)
en las cuales se encontraron dentro de los
hallazgos que para el profesor poder ensenar
las funciones trigonométricas haciendo uso
de recursos tecnolégicos como GeoGebra
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requiere de su conocimiento tanto disciplinar
como de tipo pedagogico. De igual manera,
en los hallazgos de Santanay Climent (2015)
se evidencié que para la ensefanza de la
geometria haciendo uso de GeoGebra, es
necesario que el profesortenga conocimiento
del tema que ensena, asi como de la forma
en como ensenanza tal contenido y la forma
en como aprenden sus estudiantes.

En las observaciones realizadas en la
presente investigacion, el profesor muestra
dominio eindicios de algunosindicadores del
MTSK. En particular del subdominio KoT, los
indicadores que mas se evidencian en esta
investigacion son saber usar la definicion
de elipse y conocer los procedimientos de
contenidos de laelipse. A partirde esto, se le
facilita poder calcular laecuacion generalde
laelipse deacuerdo con laformaencomo esté
definida esta, bien sea de manera horizontalo
verticalotambién de acuerdo consucentro, en
elorigenoconformaen (h, k). Pablo muestra
acercamientos profundos entrerelaciones que
establece entre las definiciones de la elipse,
como se mencionaenelindicador del MTSK,
yaque a partirdeldominio de las definiciones
anteriores anade nuevas definiciones como
por ejemplo la definicion de vértice con
forma vy =(h—a,k) y v,=(h+a,k) y
ejes menores con forma B; = (h,k—b) y
B, = (h,k + b), locual sederivade que Pablo
conoce que estas definiciones pueden ser
aplicadas siempre que la elipse no tenga
centro en el origen, como se muestra en el
episodio analizado en esta investigacion.

No obstante, es importante resaltar que la
categoria de definiciones del subdominio KoT
esta conectadaala categoriade procedimientos
y que por lo tanto estos indicadores del MTSK
depende unodelotro para que realmente sean
efectivos en el conocimiento del profesor, ya
gue como se evidencia en este episodio Pablo
sabe las definiciones, pero también conoce

cuales son los procedimientos a seguir al
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utilizar esas definiciones, un claro ejemplo
es laelipse horizontal propuesta por Pablo en
clase y con forma (";—f)z+(yb_T’?2= 1,a>b>0,
ya? = b? + ¢? este sabe que el procedimientoa
seguiralaplicar esadefinicion paracalcularel
valordec,dondeesfundamentalenelcalculode
losfocos de laelipse, el teorema de Pitagoras,
siendo que en el desarrollo de este se usan
procedimientos matematicos que relacionan
la potenciacion, radicaciény ley de signos. Es
decirque podria formularse preguntas de este
tipo el profesor: ;cémo calcula el valor de c,
coordenadade los focos de laelipse a partirde
ladefinicion de esta?, siendo estas preguntas
orientadoras para el desarrollo del ejercicio
que planteainicialmente.

De igual manera, el indicador
correspondiente a saber usar las definiciones
de elipse también muestrarelacion directa con
elindicadorsaberlosregistrode representacion
paranotarunaelipse, esto se entiende desde
que para poder representar graficamente una
elipse, como bieneselobjetivode la clase que
propone Pablo en GeoGebra, se requiere que
se conozca a profundidad ;cual es el tipo de
elipse que se busca graficar?, por lo que es
interesante cuestionamientos por parte del
profesor como: ;qué se requiere para graficar
unaelipse?;Qué determina de manera grafica
que la elipse sea horizontal o vertical? ;En
qué varia en el grafico de una elipse que
esta no parta del origen? Es interesante que
precisamente el saberde las definiciones dela
elipse son claves para comprender la grafica
de unaelipse a partirde su ecuacion general.
Lo que resulta llamativo en cuantoa que Pablo
parte de las definiciones de la elipse para su
respectiva grafica denotada como registro de
representacion.

Ahora, en cuanto al indicador referente
a saber de las propiedades y fundamentos
de la elipse. Pablo muestra indicios de que
conoce de estas, ya que en el ejercicio que se
plantea en este episodio correspondiente al
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calculo de la ecuacidn general de una elipse
concentroen (h, k) pararealizar surespectiva
grafica. Este utiliza los datos que brinda el
ejercicio del eje menor y mayor de la elipse
para calcular los valores de a 'y b, variables
presentes en laférmulade laecuacidén general.
Siendo llamativo que este indicador también
muestra relacion con el indicador de saber
las definiciones de la elipse, lo cual se intuye
dado que para el profesor poder utilizar las
propiedades del eje mayor y menor de una
elipse con centro en (h, k] debe saber que
estas le permiten encontrar las incdgnitas
necesarias para calcular la ecuacidn de la
elipse, es decir saber la definicién exacta de
la ecuacidn de la elipse cuando su centro no
parte del origen.

Por otro lado, en el subdominio KMT,
Pablo muestra indicios del indicador del
MTSK correspondiente a saber el nivel
de potencialidad de recursos materiales
y virtuales en la ensenanza de la elipse.
Especialmente del software GeoGebra como
recurso para visualizar de manera grafica
la elipse con ecuacion general hallada en
el ejercicio solicitado, ademas de manera
simultanea la ubicacién en la grafica de cada
unade las partes de la elipse que permitieran
a los estudiantes verificar que los resultados
obtenidos de manera analitica corresponden
alos mismos de manera grafica, asi como las
respectivas distancias entre estos. Loqueasu
vez estaalineado con lo manifestado por Pablo
en el cuestionario con respecto a que utiliza
GeoGebra en sus clases puesto que puede
utilizarse en muchas areas de la matematica,
como es en este caso de la geometria, Pablo
se notd convencido con respecto a que
con este software los estudiantes pueden
visualizar mejor la abstraccion que consigo
llevan las matematicas de manera dindmica
y modelada, lo que hace notar que Pablo
mantiene concordancia con lo que expresa
en sus comentarios y la realidad encontrada
enelaula.
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A partir de lo anterior, es interesante
que el indicador del KMT saber el nivel de
potencialidad de recursos materiales vy
virtuales enlaensenanzade laelipse, guarda
relacion con el indicador del KoT saber las
definiciones de laelipse. Llamando la atencion
que dentro del MTSK se presentan micro
esquemas entre subdominios y dominios
distintos del modelo. Entendiendo esto
desde la mirada que es necesario saber las
definiciones de las coordenadas de cada una
de las partes de la elipse como los vértices,
focos entre otros, para luego visualizar las
mismas de manera grafica, de manera que el
conocimiento de las definiciones es clave para
a partir de GeoGebra éstas sean verificadas.
Porestarazonse considera que Pablo sabe lo
que dispone este software en cadauno de sus
comandos, pero mas alla de eso sabe también
que a partirdel mismo es la mejor manerade
que los estudiantes apliquen las definiciones
teoricas concernientes a la elipse.

No obstante, Pablo muestraversatilidad en
elusodeherramientas TIC enlaensenanzade
las matematicas, esto pues, muestraindicios
delindicador saber el nivel de potencialidad
de recursos materiales y virtuales en la
ensenanza de la elipse, ya que por medio
del programa office, especificamente de sus
comandos de resaltado y de colores. Este
aprovecha que este episodio de clase se da bajo
las condiciones de lamodalidad remota para
que los estudiantes mediante animaciones
diferencien los datos conocidos que ofrece el
ejercicio, lo que denota que Pablo no utiliza
esta herramienta (Power Point), solamente
como un medio que proyecta diapositivas,
sino que interactla en estas en busqueda de
mejores comprensiones del estudiantado.
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Porotra parte, cabe destacar que apesarde
qguenofueincluidodentrode lossubdominiosde
analisis, es preocupante que Pablono promueve
alindicador de notacidn de la matematica del
KPM, dado que utiliza términos como “pasar
este término del otro lado”, “pasar a sumar
o restar” y “pasar a multiplicar o dividir”, lo
cual no es un lenguaje acorde a las practicas
matematicas. El profesor deberia utilizar
terminologias como el inverso multiplicativo
yelinverso aditivo como procesos que influyen
eneldespeje de unaecuacidn, o ensudefecto,
asumir que los estudiantes comprenden
que el pasar del otro lado involucra que la
operacion propuesta corresponde alinverso.
Esto es, de “estar multiplicando un ndimero o
término”, puede anularse este término sitoda
la expresidn se divide por el mismo numero o
término, lo que finalmente resulta en primera
instancia, laanulacidn de términos (inversos)
y, posteriormente, en ladivision del término. Lo
anterior promueve un lenguaje que remiteala
formalidad enelaprendizaje de los conceptos
por parte de los estudiantes.

En sintesis, la Tabla 1 resume el
conocimiento especializado del profesor
para la ensenanza de la elipse haciendo uso
de recursos tecnoldgicos como GeoGebray
Paint. Es interesante que las evidencias de
conocimiento encontradas en Pablo hacen
referencia al KoT y al KMT. En la Tabla 1 se
cita también el # de la clase en que se hizo
evidenciade tal conocimiento con surespectiva
justificacion. Esto a su vez muestra que es
necesario que el profesor que ensena la
elipserequiere no solamente de conocimiento
disciplinar, sino también de tipo didactico y
pedagodgico para poder hacer un buen uso de
las TIC con fines de ensenanza.
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Tabla 1. Evidencias de conocimiento de Pablo del KoTy KMT durante las unidades de observacion en la
ensenanza de la elipse

Dominioy subdominio

#clase identificado Justificacion
Conocimiento del profesor para calcular la ecuacion general
de la elipse y realizar la modelacion grafica de esta mediante

MK- KoT el software especializado GeoGebra.

5 Conocimiento del profesor pararealizar la modelacion grafica
PCK - KMT . .
de la elipse, dado las partes de la elipse.
Conocimiento del profesor para representar empiricamente a
la elipse mediante el programa Paint.

Conocimiento del profesor para calcular las variables a, by ¢
de la ecuacion general de una elipse.
MK-KoT . . .
6 Conocimiento del profesor para graficar la elipse como
PCK - KMT . o :
estrategia paraverificar los resultados de las partes de la elipse
de manera tedrica.

Conocimiento del profesor para construir una elipse empirica
7 PCK-KMT con material concreto como ejemplificacion de la definicidn
teorica de esta seccidn conica

Conocimiento del profesor para calcular la excentricidad de
MK - KoT . e :
9 una elipse y verificar el resultado mediante los comandos del
PCK - KMT
software GeoGebra.

Conocimientodel profesor para calculareleje focaly eje normal

de una elipse y verificar los resultados tedricos de estos de

manera practica mediante los comandos del software GeoGebra
MK - KoT como herramienta TIC.

PCK - KMT Conocimiento del profesor para calcular los vérticesy puntos de
corteconelejenormalde unaelipseysurespectiva verificacion
de manera practica mediante el software especializado
GeoGebra.

Conocimiento del profesor para relacionar el eje mayory eje
10 MK-KoT menor de una elipse con el calculo de las incognitas de la
ecuacion general de la elipse.

Fuente. Elaborado por los autores

Conclusiones matematicas en el contenido de la seccidén
conica elipse mediante herramientas TIC
como GeoGebray Power Point. Con base en
esto se comprobd que el profesor requiere
de dominio conceptual de los contenidos que
ensena, particularmente de las definiciones,
ya que como se evidencio en este episodio
para poder aplicar las propiedades y saber
desarrollar procedimientos relacionados

En esta investigacion se dieron evidencias
de los subdominios del KoT y KMT a partir de
algunas de las categorias que las componen
como: definiciones, procedimientos,
propiedades y potencialidad del recurso,
estrategia o tarea en la ensenanza de las
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con la elipse, fue clave que este supiera la
definicion de elipsey su ecuacion general para
llevar a cabo el respectivo proceso grafico de
la elipse en GeoGebra y poder visualizar de
manera practica cada uno de estos contenidos
como potencial en el proceso de aprendizaje
de las matematicas. Lo que es un indice
fundamental dentro de los hallazgos de esta
investigacion es encontrar que el participante
relaciona su conocimiento matematico con sus
conocimientos didactico-pedagogicos para la
ensenanza de los contenidos de matematicas
utilizando las TIC.

Asimismo, de acuerdo con el conocimiento
especializado del profesor evidenciado en
esta investigacion, algunas cosas podrian
ser adaptadas a la formacion de profesores
de matematicas, en general. Dentro de esto se
destaca la metodologia que utiliza el profesor
para ahondar los contenidos, con preguntas
que nosoninducidas, sino que porelcontrario

conllevan a que el estudiante se cuestione y
a través del didlogo realice cada uno de los
procedimientos que el profesor ya conocey
sabe cdmo desarrollary por lo tanto intervenir
en momentos puntuales para darle mayor
fluidez en el proceso de aprendizaje de los
estudiantes. Asi mismo, que los indicadores
propuestos en esta investigacion para
los subdominios objetivo de analisis sean
referencia parael profesorado sise pretenden
ensenar contenidos de matematica mediados
por las TIC bien en software como GeoGebrao
programas office como Power Point.
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