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Resumen: En este articulo damos
a conocer nuestro punto de vista en relaciéon con el
papel de la légica matemética en los procesos de en-
sefianza y aprendizaje de la demostracion. llustramos
como introducimos teméticas de la Iégica en un curso
de geometria, para lo cual acudimos a los sucesos del
cursillo realizado en el XX Encuentro de Geometria y
sus Aplicaciones. Presentamos ejemplos en el los que
la geometria dindmica se constituye en un contexto
que propicia el acercamiento sugerido a la légica
matematica.
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tical logic in the teaching and learning of proof. We
illustrate how to introduce topics of logicin a geometry
course.To do so, we rely on results obtained during the
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metriay sus Aplicaciones. We present examples where
dynamic geometry becomes a context that favors the
suggested approach to mathematical logic.
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Introduccion

En la actualidad, se percibe mas clara-
mente la problematica compleja en la
que esta inmersa la construccion de
demostraciones por parte de estudiantes
de basica secundaria y universidad. Un
aspecto que ha sido objeto de discusion
entre los investigadores que se han
preocupado por los procesos de ense-
flanzay aprendizaje de la demostracion
es el papel de la logica matematica en
ellos. Existen posiciones encontradas
con respecto a la inclusion del estudio
de la l6gica matematica en la formacion
de estudiantes de carreras que tienen
un fuerte componente matematico; es
el caso de matematicas, licenciaturas
de matematicas, ingenierias, entre otras.
Especificamente, varios estudios se han
centrado en determinar cuales son los
temas que se deben incluir y los énfa-
sis que se deben hacer en cursos cuya
intencién es apoyar a los estudiantes
en su transicion desde la matematica
enfocada en lo procedimental a aquella
en la que la demostracion cumple un
papel crucial (Selden y Selden, 2008; Epp,
2003). A ese respecto, la necesidad del
estudio de la l6gica matematica ha sido
un asunto polémico.

El objetivo de este articulo es dar a
conocer nuestro punto de vista en rela-
cion con lo anterior e ilustrar la manera
de introducir tematicas de la lo6gica en un
curso de geometria. Para la ilustracion
echamos mano de sucesos del cursillo
realizado en el XX Encuentro de Geo-
metria y sus Aplicaciones realizado en
2011 en Bogota. Ademas presentamos
ejemplos en los que la geometria dina-
mica se constituye en un contexto que
propicia el acercamiento sugerido a la
l6gica matematica.

Breve revision de la literatura

Estudio de la I6gica matematica

Varios investigadores defienden la
tesis de que no es necesario hacer un
tratamiento especial de aspectos relacio-
nados con lalégica en los diferentes cur-
sos de matematicas dado que estudiar
matematicas desarrolla la habilidad de
razonar logicamente. Esta idea es central
en la denominada teoria de la disciplina
formal y ha sido estudiada por Inglis y
Simpson (2008). Otros exponen que el
estudio de elementos lo6gicos elementa-
les (tautologias, conectivos, esquemas
de razonamiento validos, métodos de
demostracion) no tiene efectos signifi-
cativos en los resultados de tareas de
razonamiento l6gico o en la habilidad
para hacer demostraciones en geometria
(Deer, 1969, citado por Epp, 2003). Asi
mismo, Hanna y de Villiers (2008, p. 331)
manifiestan: “No es claro qué beneficio
se desprende de ensefar logica formal
a estudiantes o a futuros profesores,
en particular, porque los matematicos
tienden a admitir que rara vez usan la
logica formal en sus investigaciones”.

Otros investigadores, conscientes de
la complejidad cognitiva implicita en
tareas como la determinacion del valor
de verdad de una proposicion y la vali-
daciéon de una afirmacion matematica
mediante una demostracién, consideran
que no se puede dar por sentado que los
estudiantes, de manera intuitiva y es-
pontanea, las realizan apropiadamente.
Por esta razon, senlalan la necesidad de
tratar de manera deliberada asuntos de
logica mediante la enseflanza, para que
los estudiantes puedan tener diversas
experiencias en distintos contextos
matematicos en relacion con el uso y la



comprension de las respectivas ideas. Al
respecto, Selden y Selden (2008, p. 196)
hipotetizan la importancia de un curso
para aprender a construir demostracio-
nes en el que los asuntos de logica se
aborden cuando al revisar las demostra-
ciones de los estudiantes se vea clara la
pertinencia de tratarlos; en el curso se
trabaja con teoremas sobre conjuntos,
funciones, temas de analisis real, algebra
abstracta, topologia, entre otros. Por su
parte, Epp (2003) propone también un
curso cuyo objetivo es desarrollar las
habilidades de razonamiento de los estu-
diantes; en la unidad inicial del curso se
trabajan fundamentos que proporcionan
un marco conceptual para poder trabajar
con cierta autonomia posteriormente
(por ejemplo, l6gica, cuantificadores, es-
quemas de razonamiento), y aboga para
que el tratamiento de estos se haga en
conexion con el lenguaje y en situaciones
de indole tanto matematica como de la
cotidianidad; en el resto del curso se
traen a colacion tales fundamentos para
destacar como funcionan en la practica
de la demostracion.

Finalmente, otros investigadores
(Cheng et al., 1986, y Mueller, 1975, ci-
tados en Epp, 2003) reconocen el efecto
positivo que tiene la ensenanza de la 16-
gica en los procesos de razonamiento de
los estudiantes pero abogan porque ésta
se desarrolle como unidad tematica en
los cursos de una disciplina especifica,
como la geometria, de donde se extraen
ejemplos concretos, y que ademas se
usen ejemplos del diario discurrir para
explicar principios logicos.

Nuestra postura didactica es similar
ala de Selden y Selden (2008), Cheng et
al. (1986, citado por Epp, 2003) y Mueller
(1975, citado por Epp, 2003) en cuanto a

Un ejemplo de articulaciéon de la 16gica y la geometria
dindmica en un curso de geometria plana

que reconocemos que se deben abordar
cuestiones de la 16gica matematica con
cierto formalismo, pero disentimos con
los primeros en que ello se haga dentro
de un curso cuyo contenido primario
sea la demostracion. Mas bien, nos in-
clinamos a lo que proponen los ultimos
dos: mezclar el estudio de la l6gica con
el de otra disciplina de la matematica,
pero vamos mas alla. Creemos que se
deben tocar los asuntos concernientes
a la logica durante el desarrollo de
cualquier curso, en momentos en que
ello sea necesario y significativo para
los alumnos, porque ello contribuye a
la comprension de un concepto o de un
proceso, y no en una unidad especial.
Ademas, abogamos por el uso de la
geometria dinamica, entorno que provee
elementos tanto para el tema de geome-
tria que se esté estudiando como para el
correspondiente de la logica que se saca
alaluz en ese momento.

Geometria dinamica

En la actualidad, se reconoce amplia-
mente el potencial de la geometria
dinamica como mediador instrumental
para el aprendizaje de la demostracion
(Bartolini y Mariotti, 2008). Su uso para
resolver tareas que buscan propiciar
actividades matematicas, como la pro-
duccion de conjeturas, el razonamiento
argumentativo y la vinculacion de éste
con la produccion de demostraciones
matematicas, apoya la participacion
real de los estudiantes en el proceso de
conjeturacion y de justificacion.

Jones (2000) sefiala que la prepara-
cion para la demostracion puede hacerse
con actividades de ensefianza que lleven
alos estudiantes a tener conciencia de la
dependencia entre propiedades, y agrega
que ello hace que el razonamiento de-
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ductivo sea significativo. Olivero (2002)
plantea que el aprendizaje de la demos-
tracion se favorece mediante procesos,
apoyados en la geometria dinamica, que
focalizan la atencion de los estudiantes
en hechos particulares de los cuales van
emergiendo las conjeturas y elementos
para realizar una demostracién. Reco-
noce ademas que el papel fundamental
del programa de geometria dinamica
es constituirse en instrumento con el
cual el contexto interno del aprendiz
(que incluye el conocimiento previo y su
experiencia) se puede hacer explicito y
puede ser compartido con otros.

Aunque ninguno de los autores men-
cionados se refiere explicitamente a la
enseflanza o aprendizaje de la logica,
la revision anterior nos hace suponer
la pertinencia de la geometria dinamica
como instrumento para sacar a la luz as-
pectos problematicos relacionados con
el aprendizaje de la 16gica, favorecer la
construccion de significados asociados
a elementos de la logica, y comprender
el trasfondo légico de la argumentacion
deductiva, es decir, entender como se
concluyen propiedades a partir de la
informacion dada.

Asuntos problematicos

Como se ha visto, no hay una posicion
unificada de los investigadores frente
al papel de la logica en el aprendizaje
de la demostracion. No obstante, si
coinciden en reconocer la existencia de
asuntos problematicos estructurales que
afectan el mencionado aprendizaje. Con-
sideramos como asuntos problematicos
las acciones de los estudiantes que no
obedecen a conceptos o procedimientos
matematicos institucionales, o a las
normas socio matematicas establecidas

para el funcionamiento en el aula. Estas
ultimas son reglas implicitas, o que el
profesor declara, relativas al tratamiento
que se le dara a la matematica misma y
con respecto a las cuales se espera una
enculturacion de los estudiantes.

A partir de nuestro analisis de las
acciones de los estudiantes al construir
una demostracion, hemos podido agru-
par las problematicas en torno a cuatro
asuntos estructurales, dos de los cuales
son pertinentes para el tema que nos
ocupa: el uso de la légica matematica
como guia y sustento del razonamiento
requerido para producir una justifi-
cacion, y la comprension y el manejo
del enunciado de un teorema' (Perry,
Camargo, Samper y Rojas, 2006). En el
primer asunto se destaca la necesidad
de tener el conocimiento conceptual y
procedimental de las conectivas l6gicas
y de las tautologias, y comprender la
validez del método de prueba indirecta
y poder realizar el respectivo procedi-
miento. El segundo asunto esta relacio-
nado con el trabajo dentro de un sistema
axiomatico. Tiene que ver, entre otras,
con el reconocimiento de la necesidad
de formular de manera precisa las de-
finiciones, de verificar el cumplimiento
de las condiciones de la hipotesis del
hecho geométrico que se pretende usar,
de proveer el respaldo tebrico explicito
y apropiado de las proposiciones que
conforman una justificacion.

Aproximacion metodolégica

A partir del estudio cuidadoso de los
asuntos problematicos mencionados, di-

' Los otros dos asuntos problematicos estan re-

lacionados con: el trabajo dentro de un sistema
axiomatico y con prerrequisitos de aritmética de
los reales, dlgebra y teoria de conjuntos.



seflamos estrategias, es decir, planes de
accion que la profesora sigue deliberada-
mente durante el desarrollo de un curso,
con el proposito de lograr la respectiva
modificacion del proceder de los estu-
diantes, a largo o corto plazo (Samper,
Perry, Echeverry y Molina, 2008). En el
disefio tuvimos en cuenta, entre otras co-
sas, lanecesidad de: aclarar la estructura
logica de las proposiciones; enfatizar en
la realizacion de acciones de caracter
heuristico para favorecer la construccion
de conjeturas que establezcan relaciones
de dependencia que dan significado ala
condicional o de contraejemplos para
entender esquemas de razonamiento
como la ley de De Morgan y el modus
tollendotollens; e identificar el papel
que desempeinan las condicionales y
el estudio de casos en la construccion
de demostraciones formales y en los
mecanismos para producir una cadena
deductiva. La gestiéon del contenido que
realiza la profesora durante el cursillo
al que hacemos referencia en este do-
cumento es un reflejo de las estrategias
que ella se ha apropiado.

En el disefio de las actividades pro-
puestas en el cursillo se tuvo en cuenta
la propuesta de Durand - Guerrier (2003)
en el sentido de usar reflexivamente
la condicional abierta Px - Qx para
ayudar a que los estudiantes tengan
mejor comprension de aspectos logico-
matematicos y porque ello propicia el
desarrollo del razonamiento plausible.
Para una condicional abierta, se consi-
dera ejemplo cualquier caso en el que el
antecedente y el consecuente son verda-
deros, mientras que es contraejemplo
cualquier caso en el que el antecedente
es verdadero y el consecuente falso. Si
se aceptan proposiciones contingentes
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(por ejemplo, aquellas en las que no
puede decidirse su valor de verdad)
en los cursos de matematicas, se abre
un panorama rico en posibilidades de
analisis.

Ejemplo de la gestion de la
profesora para establecer
conexiones con la légica

A continuacién presentamos una se-
cuencia de tres problemas y el conjunto
de sucesos del cursillo realizado en el
XX Encuentro de Geometria y sus Apli-
caciones, en donde se evidencia como
la profesora usa las producciones de
los participantes, con relacion con los
problemas presentados, para hacer re-
ferencia a aspectos de la logica.

Diagonales de un cuadrilateroy
estructura del enunciado condicional,
su tabla de verdad, la negaciény la
conjuncion

El primer problema propuesto es:

Use geometria dinamica para estudiar
la relaciéon entre tipo de cuadrilatero y
la propiedad “una diagonal es perpen-
dicular a la otra”.

« Describa brevemente su cons-
truccion y el proceso de explo-
racion.

« Escriba una conjetura.

Esta tarea tiene tres propositos: el
primero, la oportunidad de percatarse
de relaciones de dependencia que se
manifiestan cuando al arrastrar un ele-
mento basico de la construccion para
cumplir una cierta propiedad se dan
simultanea y consecuentemente cambios
en otros elementos; el segundo, destacar
que la conjetura debe reportar esa rela-
cion; el tercero, establecer y analizar las
definiciones de las figuras geométricas
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que emergen como resultado de la tarea.
Por tanto, apunta a la comprension de la
estructura logica de la afirmacién con-
dicional y de la relacion de dependencia
entre las condiciones expresadas en el
antecedente y aquellas del consecuente,
asi como ala comprension de la conjun-
cion de proposiciones y de la negacion.
Por estarazon, el reporte del proceso de
construccion y de exploracion realizados
es tan importante como la conjetura
formulada.

Tres respuestas que la profesora
usa para favorecer la comprension del
enunciado condicional, son:

Reporte del proceso | Conjetura

Podemos obte-
ner un numero
indeterminado de
cuadrilateros de
lados y angulos
sin propiedades
especiales.

I.1 | Construir dos seg-
mentos perpendicu-
lares y el cuadrilatero
determinado por sus
extremos.

1.2 | Construir dos rectas
perpendiculares, es-
coger dos puntos en
cada recta, construir
el cuadrilatero con
vértices los puntos,
arrastrar.

Si las diagonales de
un cuadrilatero son
perpendiculares
entonces el cuadri-
latero es un rombo
O una cometa.

Si cuadrilatero
ABCD es convexo y
AB=BC y CD=DA,
entonces AC 1 BD.

1.3 | Construir un cuadrila-
tero y sus diagonales,
arrastrar hasta que el
angulo entre ellas sea
recto, verificar el tipo
de cuadrilatero que
resulta.

Tabla 1. Respuestas de los estudiantes que
utiliza la profesora para introducir asuntos
de la logica

La profesora organiza las conjeturas
en el orden en que las va a analizar. Su
primer comentario con respecto a la con-
jetura 1.1 concierne a su formulacion:
no se ha escrito como una afirmacion
condicional; en particular, el enunciado

que presentan hace referencia a una
conclusion, mas no plantea las condi-
ciones a partir de las cuales se obtuvo
la conclusion. A partir de ello explica lo
que es una condicional, su estructura y
lo que se comunica a través de ella.

Aprovecha este momento para indi-
car que con las herramientas del pro-
grama o con el arrastre, la geometria
dinamica permite ver las consecuencias
(si las hay) de construir una figura con
unas determinadas propiedades; éstas
conforman la hipotesis de la condicional
(figura 1), y lo que se puede inferir de
lo que sucede es precisamente la tesis
de la condicional. Es decir, el uso de la
geometria dinamica permite reconocer
situaciones de dependencia.

propiedades cons-
truidas con herra-
Sj | mientas o con el
arrastre

propiedades

entonces descubiertas

Figura 1. Formato de una condicional a partir
del uso de geometria dinamica

Teniendo en cuenta la construccion
realizada y lo observado en relacion
con el tipo de cuadrilatero cuando se
arrastran los elementos libres de la
construccion, entre todos reformulan
la conjetura 1.1.

D

Construccion de apoyo para formular la conjetura 1.1

Conjetura |.1: Si las diagonales de un cuadrilatero
son perpendiculares entonces ni los lados ni los angilos
de la figura deben tener una propiedad especial.

Tabla 2. Conjetura 1.1



Esta conjetura contradice la propues-
ta 1.2, hecho que motiva la revision para
determinar si, ademas de la perpendicu-
laridad de las diagonales, se atribuyeron
otras propiedades a la figura, bien en su
construccién o al explorarla. Se nota que
para obtener la cometa arrastraron el
segmento perpendicular construido has-
ta lograr que el punto medio de la otra
diagonal fuera un punto del segmento.
Para obtener el rombo, arrastraron uno
de los vértices que pertenecen al seg-
mento perpendicular construido hasta
lograr que las diagonales se bisequen.
La revision pone de manifiesto que la
congruencia de lados adyacentes de-
pende de otras propiedades y que éstas
deben ser reportadas en la afirmacion
condicional. De esta forma surgen dos
conjeturas (tabla 3).

Conjetura |.2a: Si una diagonal de un cudrilatero
biseca a la otra diagonal y es perpendicular a ella,
entonces el cuadrilitero es una cometa.

D

Conjetura |.2b: Si las diagonales de un cudrilatero
se bisecan y son perpendiculares, entonces el
cuadrilatero es un rombo.

Tabla 3. Modificacion conjetura 1.2
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Con la discusion anterior se abre el
espacio para precisar la definicion de
cometa y analizarla trayendo a cuento
los respectivos elementos de la logica
de proposiciones. Se propone como
definicion de cometa: “Una cometa es
un cuadrilatero con dos pares de lados
adyacentes congruentes y ningun par de
lados opuestos congruentes”.

En el analisis de la definicién, la
profesora comienza por destacar la es-
tructura légica de una bicondicional que
involucra una conjuncion: ce(pAgArAs),
donde las proposiciones que la compo-
nen son: C: ser cometa, p: ser cuadrilate-
ro, (: tener un par de lados adyacentes
congruentes, r: tener otro par de lados
adyacentes congruentes y s: tener nin-
gun par de lados opuestos congruentes.
Aprovecha esta situacion para hablar
sobre la conjuncién de proposiciones.
Con el proposito de establecer la ley
de De Morgan para la negacion de una
conjuncion, la profesora plantea la si-
guiente tarea:

Con geometria dinamica, busque
ejemplos de figuras que no son
cometa y justifique su respuesta

A medida que se van presentando los
diferentes contraejemplos de cometa, la
profesoraresalta que detras del proceso de
busqueda esta el uso de la siguiente pro-
posicion: —ce(—pv—qv —rv —s). Algunos
contraejemplos junto con la simboliza-
ciéon de las propiedades de cada figura,
con respecto a la definicion de cometa,
se presentan en la figura 2.
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Figura 2. Contraejemplos del concepto cometa
y su justificacion desde la logica

En relacion con la conjetura 1.3, la
profesora resalta que el proceso de
construccion asociado difiere de los
dos anteriores, pues la perpendiculari-
dad de las diagonales se obtiene con el
arrastre, propiedad que debe incluirse
en la hipotesis de la condicional, pero
que en la conjetura se reporta en la

tesis. Indagando acerca del proceso de
construccion y exploracion realmente
realizadas, es claro para el grupo que el
arrastre se uso para obtener la congruen-
cia de dos pares de lados adyacentes,
y que se observo la perpendicularidad
de las diagonales. Con esta situacion, la
profesora introduce el concepto de pro-
posicién reciproca, pues las conjeturas
que se corresponden con el proceso de
construccion y exploracion son recipro-
cas de la conjetura reportada:

« Conjetura 1.3a: si un cuadrila-
tero es cometa entonces una
diagonal es perpendicular a la
otray contiene su punto medio.

« Conjetura 1.3b: si un cuadri-
latero es rombo entonces las
diagonales se bisecan y son
perpendiculares.

Frente a la afirmacion de la conjetura
1.3, la profesora aprovecha la oportu-
nidad para establecer dos definiciones
e introducir la tabla de verdad de la
condicional.

Definicion: Un poligono es convexo
si la region poligonal (el poligono y su
interior) es un conjunto convexo.

Definicion: Un conjunto de puntos X
es convexo si la siguiente propiedad es
verdadera: silos puntos A y B pertenecen
al conjunto X entonces el ABcX.

Ella no formula la definicion de
conjunto convexo como usualmente
aparece en los textos (un conjunto de
puntos X es convexo si para cualquier
par de puntos A y B del conjunto se
tiene que el ABcX.).A continuaciéon se
vera la razon de esta decision. A través
de representaciones figurales, como
un triangulo y un circulo, se determina
que el primero es un poligono convexo



mas no un conjunto de puntos convexo,
mientras que el segundo si es un con-
junto convexo. En seguida, la profesora
pregunta: “;Es convexo el conjunto con
un solo punto?”. La respuesta negativa
de muchos de los asistentes y la corres-
pondiente justificacion, segtin la cual el
segmento no existe porque hay un solo
punto, muestra que es posible que no
haya una comprension real de la defi-
nicion de conjunto convexo. Por ello, la
profesora introduce la tabla de verdad
de la condicional a partir del analisis de
la proposicion pA —q, pues facilmente es
aceptada como equivalente a la negacion
de una condicional; ello porque se ba-
san en la interpretacion de esta ultima
como la expresion de una relacion de
causa-efecto.

p q | pPA=q | ~(pA —q)o p>q
VvV |V F Y
V | F v F
F |V F v
F | F F v

Examinando la tabla para determinar
el valor de verdad de la proposicion en
cuestion, el conjunto unitario es con-
vexo, se obtiene que es verdadera pues
su antecedente es falso (el conjunto
unitario no tiene dos puntos).

A continuacion, la profesora pregun-
ta si la siguiente figura es una cometa:

D

C

Figura 3. Cometa no convexa
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Aceptar que en efecto lo es, precisa-
mente una cometa no convexa, permite
ver lanecesidad de transformar la conje-
tura 1.2a, pues no en todas las comentas
se intersecan sus diagonales. Se obtiene
entonces la conjetura 1.2a": si una dia-
gonal de un cuadrilatero esta contenida
en la mediatriz de la otra diagonal,
entonces el cuadrilatero es una cometa.

.

Propiedades de cuadrilateros y
enunciados condicionales

En la segunda sesion del cursillo, se
presenta el siguiente problema:

Use geometria dinamica para deter-
minar si la respuesta a la pregunta
es “Si”, “No” o “No se sabe”. Si la
respuesta es esta Ultima, indique la
condicidn que debe afiadirse para
gue la respuesta sea afirmativa.

a) El cuadrilatero XYZW tiene un
angulo recto y dos lados adyacentes
congruentes. ¢Es un cuadrado?

b) Las bisectrices de un par de angu-
los opuestos de un cuadrilatero se
intersecan en mas de un punto. ¢El
cuadrilatero es una cometa?

Este tipo de ejercicio se propone por
su gran riqueza para modificar imagenes
conceptuales y acercar alos alumnos ala
definicion del concepto, para propiciar el
desarrollo del razonamiento plausible y
para precisar la comprension de lo que
es una condicional.

La profesora destaca que la variedad
de respuestas a la primera pregunta le
permite usar la geometria dinamica para
examinar silas condiciones que se agre-
gan o los contraejemplos que se proveen
constituyen justificaciones apropiadas
para la respuesta dada. Puesto que
ademas de reconocer que el cuadrado
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es un ejemplo de la figura descrita tam-
bién se encontraron contraejemplos, la
respuesta correcta es “No se sabe”. A
continuacion se muestran cuatro con-
traejemplos (figura 4), el ultimo de los
cuales lo proporciona la profesora con
la intencién de llamar la atencion sobre
la representacion prototipica que dejan
translucir los contraejemplos propues-
tos (el angulo recto determinado por
lados congruentes).

Figura 4. Cuadrilateros con un angulo recto y
dos lados adyacentes congruentes que no son
cuadrados

En el problema se solicita ademas
modificar las condiciones iniciales para
lograr una proposicion condicional
verdadera. Una de las propuestas que
se analiza es: “Si el cuadrilatero tiene
un par de angulos opuestos rectos y
dos lados adyacentes congruentes, en-
tonces es un cuadrado”. Con geometria
dinamica se desvirtiia la propuesta (fi-
gura 5A), y con ello se determina que la
condicional es falsa pues no se tienen
las condiciones suficientes para que la
figura sea un cuadrado.

D

A B

Figura 5. Contraejemplos para propuestas de
los estudiantes

La profesora usa de nuevo la geo-
metria dinamica en la busqueda de un
contraejemplo (figura 5b) para otro ar-
gumento propuesto: “Si un cuadrilatero
tiene dos lados adyacentes congruentes,
éstos determinan un angulo recto y el
angulo opuesto también es recto enton-
ces es un cuadrado”.

La profesora destaca que la busqueda
de contraejemplos con el apoyo de la
geometria dinamica se ha hecho median-
te construcciones robustas (Healy, 2000)
que satisfacen todas las condiciones
que se plantean en el antecedente del
enunciado y que permiten ver que no es
verdadera la conclusion propuesta en el
consecuente. Para analizar una tercera
propuesta, “Si un cuadrilatero tiene un
angulo recto, dos lados adyacentes con-
gruentes y diagonales perpendiculares,
entonces es un cuadrado”, la profesora
procede de manera diferente. Hace una
construccion blanda (Healy, 2000), en
la que se cumplen solo dos de las con-
diciones planteadas en el antecedente
(el angulo recto y la congruencia de
dos lados adyacentes), usa el arrastre
para lograr que la construccion blanda
cumpla también la tercera condicion
del antecedente (la perpendicularidad
de las diagonales), y durante el arrastre



le pide a los asistentes que enfoquen la
atencion en determinar si hay o no un
cambio simultaneo en el tipo de cuadri-
latero. El arrastre permite ver que no hay
relacion de dependencia entre las tres
propiedades y la conclusion porque no
se evidencia un cambio simultaneo en la
figura. Especificamente, la congruencia
de los cuatro lados del cuadrilatero no
se obtiene al obligar a las diagonales a
ser perpendiculares (figura 6).

Figura 6. Uso de geometria dinamica para de-
terminar posible dependencia

Con el procedimiento anterior, entre
todos se determinan las condiciones
bajo las cuales la figura es un cuadrado
0 una cometa. Es cuadrado si al arrastrar
se logra que las dos diagonales se bise-
quen; es cometa si una de las diagonales
esta contenida en la mediatriz de la
otra. De nuevo, se destaca que hicieron
falta condiciones en la hipotesis de la
condicional para reportar una verdadera
relacion de dependencia.

Un ejemplo de articulaciéon de la 16gica y la geometria
dindmica en un curso de geometria plana

Al examinar una cuarta propuesta, “si
el cuadrilatero tiene dos angulos rectos 'y
tres lados congruentes, entonces es cua-
drado”, se suscita una discusion en tor-
no a si los angulos rectos mencionados
deben ser adyacentes, condicion que se
habia impuesto en el antecedente de otra
conjetura presentada. La profesora usa
una construccion blanda y el arrastre, y
de nuevo la geometria dindmica desem-
pefia un papel importante, pues permite
resolver la controversia. Ella construye
un cuadrilatero con un angulo recto y
tres lados congruentes, y con el arrastre
se logra que el angulo opuesto al recto
también sea recto (figura 7). Ademas,
se observa el cambio simultaneo en la
figura: tan pronto el <ONM se hace recto,
el NM queda de la misma longitud de los
demas segmentos y tanto el <LON como
el <LMN se hacen rectos.

LB

L

Figura 7. Uso de geometria dinamica para de-
terminar posible dependencia

El obtener, en efecto, un cuadrado
lleva a cuestionar la definicion usual de
cuadrado (cuatro angulos rectos y cua-
tro lados congruentes) y a advertir que
ella impone mas condiciones de las que
realmente se requieren, lo cual muestra
que las definiciones son arbitrarias.
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432 cm

La profesora, al proponer el analisis
de la ultima conjetura propuesta: “Si un
cuadrilatero tiene dos lados adyacentes
congruentes y tres angulos rectos, en-
tonces es cuadrado”, abrio el espacio
para que los asistentes evidenciaran
que si uno de los angulos rectos es el
determinado por los lados congruentes,
entonces el resultado es un cuadrado.
Por otro lado, si el tercer angulo recto no
es aquel determinado por los lados con-
gruentes, la tinica forma de construir un
cuadrilatero con las condiciones exigi-
das es por medio del arrastre. De nuevo,
el resultado es un cuadrado (figura 8).

372 cm

3.03 cm R
R Q ]

372 cm

3.03 cm

o
432 cm 986

S

Figura 8. Uso de geometria dinamica para
determinar posible dependencia

Ahora, la pregunta del item (b) de la
segunda sesion del cursillo plantea una
situacion para cuyo abordaje resulta
imprescindible la geometria dinamica
(al menos asi fue para quienes partici-
paron en este cursillo), pues no es facil
imaginar qué relacion pueden tener
las bisectrices de los angulos opuestos
en un cuadrilatero. Usando geometria
dinamica, se observa la relacion de de-
pendencia que se genera entre el tipo de
cuadrilatero y larelacion entre las bisec-
trices, las cuales pueden ser paralelas,
no intersecarse, compartir un punto o

compartir un segmento. En este ultimo
caso, la figura podria ser una cometa
o0 un rombo vy, por tanto, un cuadrado
(figura 9).

BB

D D

Se intersecan

No se intersecan en un punto

Son paralelas

A B

D
D

Se intersecan
en un segmento
(Rombo)

Se intersecan
en un segmento
(Cometa)

Figura 9. Uso de geometria dinamica para
determinar posible dependencia

Ello lleva a que, entre todos se pro-
ponga la siguiente conjetura: “Si las bi-
sectrices de un par de angulos opuestos
de un cuadrilatero comparten mas de un
punto, entonces el cuadrilatero es una
cometa o un rombo”.

Propiedades de cuadrilateros y
esquemas de razonamiento validos

En la ultima actividad propuesta en el
cursillo, se presentan dos argumentos.
Tiene como proposito destacar asuntos
problematicos que suelen surgir cuan-
do se proveen justificaciones. Propicia
la discusion sobre los esquemas de
razonamiento validos, modus ponendo
ponens y modus tollendo tollens, que
si se tienen como referencia contra la
cual comparar los argumentos de los
participantes, puede ayudar a identificar
partes débiles de su comprension con
respecto al uso de la condicional en la
deduccion. La tarea es:



Analice cada argumento presentado en los
protocolos y represéntelos con simbolos
légicos.
a) 1 Profesora: El cuadrildtero DEFG tiene
diagonales congruentes. ¢Tiene un angulo
recto?

2 Jorge: Si.

3 Profesora: ¢Por qué dice eso?

4 Jorge dice:
Como los rectdngulos tienen diagonales
congruentes, el cuadrilatero es un rectan-
gulo. Por definicion de rectangulo, todos sus
angulos son rectos.
b) 1 Profesora: El cuadrilatero HIJK no es
cometa. éTiene un par de dangulos opuestos
congruentes?

2 Jorge: No. Ya mostramos que las come-
tas tienen un par de angulos congruentes.
Entonces el cuadrilatero no puede tener

angulos congruentes.

Para comenzar, se designa cada una
de las proposiciones del primer argu-
mento, asi:

p: cuadrilatero DEFG tiene diagonales
congruentes.

q: cuadrilatero DEFG tiene un angulo
recto.

r: cuadrilatero DEFG es un rectangulo.

La primera parte del argumento de
Jorge (“Como los rectangulos tienen
diagonales congruentes, el cuadrilatero
esunrectangulo”) quedaria simbolizada
como:

[(r—p) Apl>r

A este asunto problematico lo desig-
namos afirmaciéon del consecuente. Para
mostrar por qué el argumento no es va-
lido, la profesora usa la tabla de verdad
de la condicional, centrando la atencion
en las dos filas en que p es verdadera:

Un ejemplo de articulaciéon de la 16gica y la geometria
dindmica en un curso de geometria plana

r p r-p
\' \' \'
V | F F
F |V \'
F |F Vv

Destaca que el valor de verdad de r,
cuando se asume que tanto r -p como
p son proposiciones verdaderas, es ver-
dadero o falso y que ello indica que no
se puede deducir ar de las dos premisas
I-p Yy p.

La segunda parte del argumento de
Jorge (“El cuadrilatero es un rectangulo.
Por definicion de rectangulo, todos sus
angulos son rectos”) se representa asi:

[(r—q) At]l>q

La profesora muestra que, en este
caso, en la tabla de verdad hay un solo
caso en el que tanto r — g como T son
proposiciones verdaderas y para este,
g es una proposicion verdadera. Este
argumento corresponde al esquema de
razonamiento modus ponendo ponens.

r q r-q
vV |V \"
\Y F F
F V \%
F | F Y

En cuanto al argumento presentado
en la parte (b) de esta actividad, se re-
presenta asi:
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p: cuadrilatero HIJK es cometa.

q: cuadrilatero HIJK tiene un par de
angulos congruentes.

De esta forma, lo que dice Jorge
queda como:

[(p—>a) A-pl->—q

A este tipo de argumento lo deno-
minamos negacion del antecedente. De
nuevo, la profesora recurre a la tabla de
verdad donde destaca las filas en las que
p—q es verdadera y p es falsa:

p—q

mTm < | <|T
mi< | T < |

N
Vv
F
v
v

Notese que no se puede decidir si la
premisa ¢ es verdadera o falsa, razéon
por la cual no es valido deducir que el
cuadrilatero no tiene dos angulos con-
gruentes.

Comentarios finales

Con la descripcion de lo sucedido duran-
te el cursillo, en torno a la incorporacion
de lalogica matematica en el transcurso
de la discusion de problemas de geo-
metria, hemos mostrado cOmo creemos
que debe ser el estudio de la logica en
la formacion de los estudiantes de la
Licenciatura en Matematicas. Esta se
trae a colacion en los momentos en los
que su uso ayuda aclarar conceptos de
la l6gica misma, y también conceptos y
procesos de la geometria.

En particular, se puede estudiar la ne-
gacion de una proposicion en un contex-
to especifico, hacer evidente relaciones
de dependencia lo cual posibilita acer-
carse a una concepcion de la condicional,
estudiar la relacion entre la condicional
y las proposiciones asociadas a ésta, y
mostrar por qué ciertos argumentos no
son validos. No es necesario planear una
clase especial para abordar estos temas
ni es indispensable usar la geometria
dinamica como artefacto mediador;
cualquier momento en que se evidencie
algiin asunto problematico es propicio
para abordarlos. Estos suelen surgir en
cualquier clase, con cualquier tema. Sin
embargo, hemos mostrado como el uso
de la geometria dinamica es muy util
para indicar errores o incomprensiones
razon por la cual se convierte en un ele-
mento que apoya el aprendizaje de los
estudiantes. Argumentos como los que
se ejemplifican suelen darse en el aula;
el profesor debe prestar mucho cuidado
alas conjeturas y justificaciones que dan
sus estudiantes para identificarlos e in-
dicar al alumno por qué no son validos.
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