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La caja de polinomios y
el método tradicional: dos
alternativas didécticas
para la ensefianza de la
multiplicacién y la divisién
de polinomios

= The Box of Polynomials and the
Traditional Method: Two Didactic
Alternatives for Teaching the
Multiplication and Division of Polynomials

= A caixa de polinédmios e 0 método
tradicional: duas alternativas didéticas
para o ensino da multiplicagdo e diviséo
de polinémios

Resumen

Este articulo es la sintesis de una investigacion realizada en 2017, enla . E.
Maria Cano de Medellin, cuyo obijetivo fue comparar el nivel de aprendizaje
que alcanzaron los estudiantes de grado octavo al estudiar multiplicacién
y divisién de polinomios bajo los principios de dos estrategias diddcticas:
1) Caja de polinomios, fundamentada en la teoria de aprendizaje signifi-
cativo de David Ausubel; 2) el método tradicional, que se fundamenta en
los procesos de ExplicarEjemplificarEjercitar, de ahora en adelante  (gee).
Se tomaron cuatro grupos de grado octavo. En dos de ellos se trabajé con
la estrategia didactica caja de polinomios, fundamentando el frabajo en
la teoria cognitiva propuesta por David Ausubel denominada aprendizaje
significativo, y en los dos restantes se trabajé con la estrategia eee. Finalmente,
se confrastaron los resultados cualitativa y cuantitativamente. Los resultados
evidencian que los promedios de notas de los grupos no varian con respecto
a los promedios histéricos; que la diferencia entre promedios es relativamente
pequefiay que si bien las nofas no presentan mejoria, la dispersion se reduce
significativamente. Se concluye que la utilizacién de material didactico en
las aulas de clase no garantiza que los estudiantes alcancen el obijefivo de
aprendizaije, pero influye positivamente en aspectos relevantes en el proceso
de ensefianza-aprendizaje, fales como: organizacion, interés y mofivacion
por el conocimiento, participaciéon activa, interaccion, entre ofros.
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Abstract

This paper is the synthesis of a research conducted in 2017 atl. E Maria Cano of the city of Medellin,
which aim was to compare the level of learning that reached the students of the eighth degree when
studying multiplication and division of polynomials under the principals of two didactic strafegies:
1. Box of polynomials based on the theory of David Ausubel; 2. The traditional method, which
is based on the processes of Explaining - exemplify -exercise, henceforth [egg). Four eighth grade
groups were faken. In two of them we worked with the polynomial box teaching strategy, basing
the work on the cognifive theory proposed by David Ausubel called significant learning, and in the
remaining two we worked with the eee sfrategy. Finally, the results were checked qualitatively and
quantitatively. The results show that the average scores of the groups do not vary with respect fo the
historical averages; that the difference between averages is relatively small and that although the
nofes do not show improvement, the dispersion is significantly reduced. It is concluded that the use
of teaching material in classrooms does not guarantee that students reach the leaming objective,
but positively influences relevant aspects in the teaching-learning process, such as: organization,
inferest and motivation for knowledge, active participation, interaction, among others.

Keywords

meaningful learning; box of polinomyals; polinomyal multiplication and division

Resumo

Este artigo é a sinfese de uma investigagdo realizada em 2017 na L.E. Maria Cano da cidade
de Medellin, cujo objectivo foi comparar o nivel de aprendizagem que atingiram os estudantes de
grau oitavo ao estudar as operagdes de multiplicagdo e divisdo de polinémios baixo os principios
de duas esfratégias diddficas: 1. Caixa de polinémios, fundamentada na teoria de aprendizagem
significativa de David Ausubel; 2. O método tradicional, que se fundamenta nos processos de
ExplicarEjemplificarEjercitar, de aqui em diante (ete). Foram realizados quatro grupos da oitava
série. Em dois deles, utilizamos a estratégia de ensino da caixa polinomial, baseando o frabalho
na teoria cognitiva proposta por David Ausubel, denominada aprendizado significativo, e nos dois
restantes, frabalhamos com a estratégia eee. Finalmente, os resultados foram verificados qualitativa
e quantitativamente. Os resuliados mostram que as ponfuagdes médias dos grupos néo variam
em relagdo as médias histéricas; que a diferenca entre médias é relativamente pequena e que,
embora as nofas ndo apresentem melhora, a dispersdo é significativamente reduzida. Conclui-se
que o uso de material diddtico nas salas de aula ndo garante que os alunos afinjam o objetivo de
aprendizagem, mas influencia positivamente aspectos relevantes no processo de ensino-aprendi-
zagem, fais como: organizagdo, inferesse e mofivagdo para o conhecimento; participagdo afiva,
inferagdo, entfre outros.

Palavras-chave

aprendizagem significativa; caixa de polinémios; multiplicacdo e diviséo de polinémios



la didéctica de la matemdtica tiene como
objefo delimitar y estudiar los fenémenos que
se presentan durante los procesos de organizo-
cién, comunicacion, transmision, construccion
y valoracién del conocimiento matematico
(Rico, Sierra y Castro, 2000). Demanda de
sus profesionales, primero, identificar las dife-
renfes situaciones que puedan catalogarse
como un problema a resolver, en ese sentido
enconframos un frabajo muy interesante de
Acevedo y Del Valle (2016), quienes hacen
un completo andlisis y caracterizacion de los
problemas que existen en el aprendizaje del
algebra escolar; de esta manera se continua
con la segunda parte, que es producir y/o uti-
lizar herramientas para facilitar el proceso de
ensefianza-aprendizaje a partir de resultados
de investigaciones, dado que

se ha comprendido que el aprendizaje y
la ensefianza de las ciencias no constitu-
yen actividades sencillas, por lo que se
requieren investigaciones sistemdticas en
forno a los problemas que plantean v la
construccion de un cuerpo coherente de
conocimientos que fundamente los cam-
bios necesarios, mds alld de innovacio-

nes puntuales y aisladas. (Gil y Vilches,

2013, p. 17).

Muchos profesores han documentado
su frabajo, por lo que actualmente se cuenta
con gran variedad de documentos que descri-
ben experiencias que se han aplicado para
ensenar.

Los autores han implementado estrategias
metodolégicas en el aula, al adaptar una
teoria de aprendizaje a las caracteristicas de
un material diddctico, similar al trabajo de
Vinholi (2011), que utilizé la teoria de apren-
dizaje significativo de David Ausubel para
ensefiar conceptos de botanica en escuelas
de Brasil. En el campo de la didéctica de las
matemdticas se cuenfa con algunos registros
como el de Urbano (201 1) y Valbuena et dl.,
(2015), quienes trabajaron enseianza de

las matemdticas por medio del computador
en la escuela.

Las universidades que ofrecen carreras de
formacién de maestros, particularmente en el
drea de matemdticas, y aun las que no, cuen-
fan con aulastaller especializadas en la creo-
cién y experimentacion de material didactico
para la ensefianza de los diferentes conceptos
matemdticos. Esto, sumado a la dindmica de
aprendizaje de los estudiantes contempord-
neos, ha conllevado a que sea una necesidad
utilizar herramientas didécticas para enseriar
matemdticas en el aula.

la caja de polinomios es un material
didéctico creado por Oscar Fernando Sofo,
con el fin de brindar a los maestros de la regién
una alternativa diddctica para ensefar opera-
ciones bdsicas con polinomios y factorizacién.
Este material ha sido aplicado en diversos
contextos educativos, experiencias que han
quedado documentadas. Soto, Gomez y Mos-
quera (2005) dan a conocer a la comunidad
académica el material didactico que denomi-
naron la caja de polinomios, a partir de un
arficulo publicado en la Revista de la Escuela
Regional de Matemdticas (erm). Soto, Llozano
y Naranjo (2009) utilizaron este material para
enseriar operaciones bdsicas con polinomios a
personas en condicion de discapacidad audi-
tiva. Por su parte, Villarroel (2014) adapté este
material para generar una propuesta diddactica
y asf ensefiar operaciones basicas y factoriza-
cion de polinomios, al fundamentar tedrica-
mente la propuesta de caja polinomios con la
feorfa cognitiva de aprendizaje significativo
de David Ausubel. Este trabajo se convirtio
finalmente en su tesis de maestria.
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Hablar de oprendizaje significativo remite al trabajo de Marco Moreira,
quien en el Encuentro Infernacional sobre Aprendizaije Significativo expuso que
las personas aprenden a partir de lo que ya saben, principio que origind, en su
momento, la propuesta de Ausubel. Pero, ademds, incorpora a este principio la
idea de abandonar la narrativa en el aula de clase, a lo que denominé apren-
dizaje significativo critico (Moreira, 1997).

Teniendo en cuenta lo anterior, la infencién de este trabajo es fomar los cuatro
grupos de grado octavo; con dos de ellos aplicar la propuesta para la ensefianza
de la multiplicacion y la divisién de polinomios, que surge al asociar la propuesta
de la caja de polinomios con la teoria cognitiva de aprendizaje significativo
propuesta por David Ausubel, y de forma paralela, en los dos grupos restantes
del mismo grado, trabajar con el método convencional con que generalmente se
ensefia, al que se ha denominado método Ezt. Principalmente, se busca realizar
andlisis de los resultados obtenidos cuantitativa y cualitativamente; con el primero,
se aplica algunos conceptos de estadistica descriptiva, y en el segundo, se esta-
blece un cuadro que compara las caracteristicas de aspectos que los maestros
consideran fundamentales en el desarrollo de una clase. Con ello, se divulga la
existencia del material diddactico y se dan a conocer sus caracteristicas fundamen-
tales, para proporcionar a los maestros la informacién que se requiere cuando
se frata de elegir la herramienta didéctica para utilizar en el aula.

Tradicionalmente, y por razones especificamente matemdticas, se trabajaron las
operaciones con polinomios de manera similar como se trabajan las operacio-
nes bdasicas con nimeros reales, esto es, en el siguiente orden: multiplicacion,
luego division.

Explicar: El proceso que se utilizo para trabajar esta operacién consistié en dis-
criminarla en fres casos:

1. Multiplicacién de monomio por monomio:

Se explicd que para multiplicar dos monomios se agotan los siguientes
pasos en su orden:

- Se aplica ley de signos.

- Se multiplican coeficientes.

- Se multiplican partes literales.

Eiemplificar: Considere los monomios A = —2x3y*y B = —4xy3z. Defer
minar AB.

AB = =2x3y*(—4xy3*z) = +8x*y"z



De donde:

El signo "+" se obtiene al aplicar la ley de signos entre el signo del
monomio A y el signo del monomio B.

— El coeficiente "8" se obtiene al mulfiplicar los coeficientes 2 y 4.
x* se obtiene al multiplicar x y x3

y7 se obtiene al multiplicar ¥ con y*

El factor z pasa a formar parte del producto.

Ejercitar: Se propusieron ejercicios donde el nivel de complejidad incremen-
taba, iniciando por multiplicacién de enteros, pasando a multiplicacion de
monomios con una sola letra en su parte litera, hasta llegar a multiplicacién
de monomios con coeficientes fraccionarios y parte literal con varias letras
y exponentes literales.

2. Monomio por polinomio:

Explicar: Para multiplicar un monomio por un polinomio se procede a multi-
plicar el monomio por cada término del polinomio. Para ello, hay que apli-
car varias veces la multiplicacion de monomios.

Fiemplificar: Sean A = 3a — 2b? + 5y B = —2ab?. Deferminar AB.

AB = —=2ab3*(3a — 2b* + 5) = —2ab®*(3a) — 2ab3(—2b?) — 2ab*(+5)
= —6a’b® + 4ab® — 10ab?

Ejercitar: Se propusieron ejercicios donde el nivel de complejidad incre-
mentaba, iniciando por multiplicacién de nimeros por polinomios de dos
términos, hasta llegar a multiplicacién de monomios con coeficientes fraccio-
narios y partes literales con exponentes literales y polinomios con términos
de similares caracteristicas.

3. Polinomio por polinomio:

Explicacion: Para multiplicar dos polinomios, se multiplica cada término de
un polinomio por el ofro polinomio, implica que se repite el caso anterior
varias veces. Finalmente, se redicen términos semejantes si los hay.

Eiemplificacién: Hallar AB siA = 2a+3byB = —=5a —b.

AB = (2a + 3b)(—=5a — b) = 2a(—=5a — b) + 3b(—=5a — b)
= 2a(=5a) + 2a(—=b) + 3b(=5a) + 3b(-b)
= —10a? — 2ab — 15ab — 3b? = —10a?® — 17ab — 3b?

Se ubica uno de los polinomios una linea, y el ofro polinomio en la linea inferior.
Cada término del polinomio de la segunda linea se multiplica por cada término
de la primera, simulando el proceso que se lleva a cabo en la multiplicacién de
ndmeros naturales.

La caja de polinomios y el método tradicional: dos alternativas didécticas para la ensefianza de la multiplicacién y la divisién de polinomios
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Consideremos los polinomios A y B del ejemplo anterior.

A= 2a+3b

B=-5a-b

—10a2 — 15ab
—2ab — 3b?

—10a? — 17ab — 3b?

Ejercitar: Al igual que en los casos anteriores, se proponen ejercicios de menor
a mayor nivel de complejidad.

Se frabaj6 esfa operacion en tres casos:

1. Monomio entre monomio:

Explicar: Se explicd que para dividir dos monomios se procede de la siguiente
manera, en su orden:

- Se aplica ley de signos.
— Se dividen coeficientes.

— Se dividen parfes literales.

Eiemplificar: Considere los monomios A = —8x3y*y B = —4xy3.
Determinar A/B.

A —8x3y*
— = —— = 22
B —4xy3 X

De donde:

El signo "+" se obtiene al aplicar la ley de signos.

El coeficiente “2" se obtiene al dividir el coeficiente 8 entre el coeficiente 4.
x2 se obtiene al dividir x3 entre x.

— Y se obtiene al dividir y* entre y3.

Ejercitar: Se propusieron ejercicios donde el nivel de complejidad incremen-
taba, iniciando por divisién de enteros, pasando a division de monomios
con una sola letra en su parte litera, hasta llegar a division de monomios
con coeficientes fraccionarios y parte literal con varias lefras y exponentes
literales.

2. Polinomio entre monomio:

Explicar: Se explicod que, para dividir un polinomio entre un monomio, se divide
cada término del polinomio, entre el monomio, aplicando el caso anterior.



Eiemplificar: Deferminar P/M si P = 5x* — 6x3 + 4x*y M = —2x?.

P_5x‘*—6x3+4x2_5x4 +—6x3++4x2_ 5 2 43 5
M —2x2 T T e T e T T T

Fiercitar: Se propusieron ejercicios a fravés de los cuales el nivel de comple-
jidad incrementaba, iniciando por polinomios de dos términos entre ndmero,
hasta llegar a division de polinomios con coeficientes fraccionarios y partes
literales con exponentes literales entre monomios con términos de similares
caracterisficas.

. Polinomio entre polinomio:

Explicar: Para que la division se pueda llevar a cabo la condicién inicial es
que el grado del polinomio dividendo sea mayor o igual al grado del poli-
nomio divisor. Si la condicion se cumple, se realizan los siguientes pasos.

|. Se ordenan los polinomios dividendo y divisor en orden descendente,
con respecto a una letra.

Il. De ser necesario se completa la secuencia de exponentes en el
polinomio dividendo.

lll. Se divide el termino de mayor exponente del divisor, entre el término de
mayor exponente del polinomio dividendo, el resultado serd el primer
término del cociente.

IV.Se multiplica el término calculado en lll, por el divisor; el resultado se lo
resta al dividendo.

V. Se repite el proceso desde el numeral lll hasta que el grado del residuo
sea menor que el grado del divisor.

Eiemplificar: Considere los polinomios D = —10x + 4x* + 6 yd = 2x + 3.
Determinar D /d.

l D =4x3+0x*>—-10x+ 6

Il. 4x3 +0x?>—-10x+6 | 2x+3

Il 4x3 +0x*>—10x+6 | 2x+3

—4x3 — 6x3 2x?
—6x3—10x + 6
V. 4x3 + 0x? —10x+6 | 2x+3
—4x3 — 6x2 2x% — 3x
—6x2—10x + 6
+6x% —9x

—19x%+ 6

La caja de polinomios y el método tradicional: dos alternativas didécticas para la ensefianza de la multiplicacién y la divisién de polinomios
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V. 4x3 +0x2—10x+6 | 2x+3

—4x3 — 6x? 2x% —3x
—6x%2 —10x + 6
+6x% —9x
—19x + 6
+19x +%
g
2

Como el grado del residuo es menor que el grado del divisor, decimos que
la divisién ha terminado.

Ejercitar: Se propusieron ejercicios donde el nivel de complejidad incremen-
taba, iniciando por polinomios en una sola variable, hasta llegar a division
de polinomios con coeficientes fraccionarios y partes literales con exponentes
literales.

Se trabaja con polinomios de la forma P(x) = ax* + bx + c cona,b,cenZ,
es decir polinomios de segundo grado en una sola variable con coeficientes ente-
ros. La escritura de polinomios se diferencia segin la operacion que se pretenda
realizar en el tablero.

Los signos de los cuadrantes permiten representar los signos de los coeficien-
tes, mienfras que la cantidad de fichas dispuesta en el tablero representa justamente
el valor absoluto del coeficiente y el drea de la ficha representa la parte literal.

la forma general de los polinomios que se podrian multiplicar con la cajo de
polinomios serfa P(x) = ax + b, donde @y b son nimeros enteros.

Para ubicar un polinomio (factor) en el tablero, no se tienen en cuenta las
dareas de las fichas, en este caso se tienen en cuenta las dimensiones de sus lados.
los lados de las fichas deben ubicarse sobre los ejes del tablero. Ejemplo: Para
ubicar P(x) = —2x + 1, se escoge cualquiera de los ejes y se ubican dos fichas
de lado “x” sobre el semieje negativo, y una ficha de lado “1” sobre el semieje
positivo, garantizando que dos fichas continuas deben coincidir en la dimension
que las unen. Para ubicar el ofro factor, se tiene en cuenta las dimensiones que
quedan sobre el ofro eje y se agregan las fichas necesarias para complementar
el polinomio a representar. En las figuras 1y 2 se muestran dos representaciones
equivalentes de P(x) = —2x + 1 sobre el eje horizontal. Pero en la figura 1
estd representado sobre el eje vertical Q(x) = x — 1, mientras que en la figura
2 estd representado Q(x) = 0.



Figura 1. Representacion equivalente.

Fuente: elaboracién propia

Figura 2. Representacién equivalente.

Fuente: elaboracién propia

Escritura de polinomios para divisién

la ubicacion de las fichas para dividendo y
divisor tiene en cuenta el signo que defermina
cada cuadrante del tablero, como el signo que
adquiere la dimensién de una ficha que queda
superpuesta sobre un semieje.

la division en la caja permite efectuar
divisiones de polinomios de segundo grado
entre polinomios de primer grado; para ello,
se representa en el tablero solamente el poli-
nomio dividendo, disponiendo las fichas en un
rectangulo que tendré por base al polinomio
divisor, feniendo presente las condiciones para
la ubicacién de fichos.

Por ejemplo: Se pretende realizar la division

2x%-x+3
x—1
Para efectuarse se ubicaria solamente el

polinomio 2x% — x + 3 como se muestra en
la figura 3.

Figura 3. Ubicacién para divisién
Fuente: elaboracién propia

Observe que las fichas del polinomio
dividendo se ubican dentro de unas lineas
imaginarias que deferminan la base del rec-
fdngulo, que justamente es el polinomio divisor.
Ademds, las dimensiones horizontales de las
fichas adquieren el signo del semieje sobre el
cual estan superpuestas, al igual que las dreas
de ellas adquieren el signo del cuadrante en
el cual estan contenidas.

Ejecucién de las operaciones

Ceros

Un concepto fundamental que se utilizara se
denomina cero, que corresponde a la pro-
piedad invertible de la adicién de nimeros
reales. la caja de polinomios permite repre-
sentar por medio de fichas esta propiedad de
una manera muy fécil de entender, pues dos
fichas de igual peso algebraico ubicadas en
cuadrantes de signos opuestos son opuestas,
por lo cual su suma serd un cero.

Figura 4. Ceros equivalentes.

Fuente: elaboracién propia

La caja de polinomios y el método tradicional: dos alternativas didécticas para la ensefianza de la multiplicacion y la divisién de polinomios
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Figura 5. Ceros equivalentes.

Fuente: elaboracién propia

Las figuras 4 y 5 muestran dos formas de representar un cero utilizando dos
diferentes fipos de fichas. Observe que en todos los casos son dos fichas del
mismo peso algebraico ubicadas en cuadrantes de signos opuestos.

Multiplicacidn

Lla multiplicacién consiste en construir rectdngulos cuya base sea la representa-
cién de uno de los polinomios que se multiplicardn, y la altura, el ofro polinomio.
Ya se explico el proceso para ubicar los polinomios factores en el tablero; pues
bien, hay que decir que la ubicacién de los polinomios es el paso mas impor-
tante para multiplicarlos, ya que después de ello simplemente hay que completar
el rectangulo que queda determinado.

Ubicacién correcta de las fichas

Partamos del siguiente ejemplo: Si se quiere ubicar P(x) = —3x + 2 para la
operacion de multiplicacion, para ello se hace sobre el eje horizontal, entonces
se fendrian las siguientes opciones:

Figura 6. Representacién 1 sobre eje horizontal.

Fuente: elaboracién propia



Figura 7. Representacion 2 sobre eje horizontal.

Fuente: elaboracién propia

En la figura 6, se representa a P sobre el
eje horizontal de modo que sobre el eje verti-
cal queda representado el polinomio Q = —1.
Mientras que en la figura 7 estd representado
el polinomio P sobre el eje horizontal, pero
sobre el eje verfical queda deferminado el

polinomio Q = +1.

Lo anterior es fundamental a la hora de
ubicar los polinomios sobre los ejes porque la
ubicacién del primer polinomio es estratégica
para la ubicacién del segundo. La razén se ilus-
fraré con el siguiente ejemplo: Ubicar los poli-
nomios P(x) = —x+ 2y Q(x) = 2x + 1,
para efectuar la multiplicacion.

Primero, se representa a P en el eje hori-
zontal, de las dos formas posibles.

Figura 8. Ubicacion para multiplicacion.

Fuente: elaboracién propia

Figura 9. Ubicacién para multiplicacién.

Fuente: elaboracién propia

la figura 8 muestra a P sobre el eje hori-
zontal y al polinomio —1 sobre el vertical. Por
su parte, la figura @ muestra a P sobre el eje
horizontal y al polinomio +1 sobre el eje verti-
cal. Ahora bien, si se analiza el polinomio Q, se
observa que su término independiente es positivo
(+1), lo cual implica que su representacién en el
fablero deberd poseer fichas de dimensién 1,
superpuestas sobre el eje positivo vertical, por
lo cual, de las dos opciones para representar
a P, la correcta es la que muestra la figura 9.
A continuacién se procede a ubicar a Q, de lo
siguienfe manera.

Figura 10. Ubicacién polinomios factores

Fuente: elaboracién propia

Construccién del recténgulo

Representados los polinomios, se procede
a construir el rectangulo que queda defermi-
nado por los lados de las fichas que quedan

La caja de polinomios y el método tradicional: dos alternativas didécticas para la ensefianza de la multiplicacion y la divisién de polinomios
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en los cuatro. la prolongacién de los segmentos que, definidos por cada ficha,
determinan las fichas respectivas que conformardn el rectangulo. Refomando el
anterior ejemplo se tiene:

Figura 11. Recténgulo que determinan los factores

Fuente: elaboracién propia

la figura 11 muestra el rectangulo determinado por los extremos de las fichas
y el tipo de ficha que fiene que colocarse en cada posicién para complefar el
rectangulo.

1+

Figura 12. Rectangulo complefo

Fuente: elaboracién propia

Finalmente, se determinan todos los ceros, levantado las fichas del tablero y
se hace lectura del polinomio que queda representado, que serd el producto de
los polinomios. Para el ejemplo que se estd desarrollando, se tiene:

-
1(+)

Figura 13. Resultado multiplicacién

Fuente: elaboracién propia



Enfonces:

Px) «Q(x) =(—x+2)2x+ 1) = —2x* + 3x + 2.

la divisién de polinomios consiste en completar el rectangulo cuya base es el
divisor. El drea del recténgulo corresponde, en algunos casos, al dividendo, a
parte de él, y en ofros, al dividendo mas unas fichas que hay que aumentar.
Eiemplo: Efectuar la division —6x2+2x+1
3x+2

Se representa el polinomio —6x2 + 2x + 1, en una franja cuyo ancho sea
3x + 2, intentando formar un rectangulo.

ued i

i i+) &)
e~ LIRS 2-

Fuente: elaboracién propia

T I =

1]1]
1]
s} W)

— w2 —

Fuente: elaboracién propia

Como se observa en la figura 14, no se ha cubierfo el ancho de la franja
con las fichas del polinomio dividendo, pues falta cubrir un 1; para ello, se ubica
una ficha Tal lado derecho de la ficha 1 que ya se encuentra ubicada, que al
esfar sobre el cuadrante | adquiere signo positivo, lo que implica que haya un
—1 para el residuo inicialmente.

A continuacién, se construye un recténgulo utilizando la menor cantidad de
ceros, feniendo en cuenta que un cero formado por fichas x debe ser tal que
las dos fichas (positiva y negativa) deben estar en el recténgulo. Lo cual no pasa
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necesariamente con los ceros formados con fichas 1, pues en algunos casos las
dos fichas estan en el rectangulo, pero en ofros solo una de las dos con lo que
la restante inmediatamente pasard a ser parte del residuo. En sinfesis, las Unicas
fichas que pueden conformar el residuo de la divisién son las fichas 1.

la inferseccién de las fichas muestra el tipo de ficha que sebe ser puesta
en algunas parfes vacias del recténgulo, por ejemplo, en el cuarto cuadrante se
deben colocar 4 fichas x, lo que implica que en el primer cuadrante se también
se deben ubicar 4 fichas x para que se deferminen los ceros. Al ubicar los ceros
de fichas x, inmediatamente queda deferminados dos espacios que corresponden
a dos fichas T, que por ubicarse en el primer cuadrante serén positivas lo que
implica que se deben agregar dos fichas 1 negativas al residuo (véase figura 16).

gl (=)

sy

L Ar+d i

Fuente: elaboracién propia

Finalmente, se ha completado el rectangulo bajo todas las condiciones, obte-
niendo que la altura es el polinomio —2x + 2, que es el cociente de la division,
ademds, se defermind el residuo —3. Es decir:

—6x%+2x+1 rt 24 (-3)
x+2 " 3x + 2

Que es igual a:

—6x2+2x+1=(-2x+2)B3x+2)-3

las fichas de la caja de polinomios corresponden a cuadrados y recténgulos,
figuras que se identifican desde muy temprana edad. El drea de cada ficha repre-
senta la parte literal de los diferentes t#rminos de los polinomios. Ahora bien, al
ubicar las diferentes fichas en el tablero, adquieren un signo, pues si se ubica
una ficha en los cuadrantes | o Ill, la ficha representard un término con signo
positivo; si se ubica en los cuadrantes Il 'y IV, representard un término negativo.
Los coeficientes de los términos se ven representados en la cantidad de unidades
de cada ficha. Hay que precisar que la caja de polinomios permite la represen-
facién de términos con coeficientes enteros, con el fin de que se lleve a cabo un



proceso de abstraccion que permita sumar o
restar polinomios, con cualquier tipo de coefi-
ciente, sin necesidad de utilizar la herramienta.

Ausubel plantea que previo a frabajar el nuevo
conocimiento, debe existir una efapa en la cual
se frabajen los conocimientos requeridos, los
cuales, como se menciond anteriormente, se
denominan subsumidores (Moreira, 1997).
Para el caso de los procesos de multiplicacion
y divisién de polinomios con caja de polino-
mios serfan: plano cartesiano, perimetro y drea
de recténgulos y cuadrados. En su teoria esto-
blece que los subsumidores de cada nuevo
fema se deben trabajar de la manera més abs-
fracta posible, buscando que quien aprende
alcance un nivel méximo de apropiacion del
ellos, con el fin de poder utilizarlos y aplicar-
los cuando se requiera, sin dificultad alguna
(Moreira, 1997). Por ello, se trabajaron los
subsumidores en dos sesiones de clase.

Se entiende por subsuncién, el proceso
mediante el cual la nueva informacién se ancla
a un concepto ya establecido en la estructura
cognitiva de quien estd aprendiendo, para que
finalmente se incorpore a ella (Moreira, 1997).
En el trabajo con la caja de polinomios, los
conceptos que Ausubel denomina ancla son:
el concepto de drea de cuadrados vy rectén-
gulos, suma de cantidades del mismo signo,
de signos diferentes y opuestos.

Es importante mencionar que el proceso
de subsuncién es, finalmente, el objefivo de
quien pretende ensefiar, pero en cada caso
esfa se lleva a cabo de diferentes formas. En
la experiencia con la caja de polinomios no
fue diferente, pues se produjo en diferentes
elapas que, vistas infegralmente, dan como
resultado que el estudiante aprendié los proce-
sos de multiplicacion y divisién polinomios, o
que se fraduce en que el estudiante abstrajo e
incorpord a su estructura cognitiva el proceso
para multiplicar y dividir cualquier tipo de poli-
nomios que se le presente, sin necesidad de
representarlos o utilizar la caja de polinomios.

Los grupos considerados en el trabajo fueron
8.1,8.2,83y8.4delal E. Maria Cano
del municipio de Medellin (Antioquial; grupos
que estan asignados al mismo docente y por
lo tanto es él quien ejecuta las dos propuestas
didécticas en el aula y lleva a cabo todos los
procesos de la investigacion.

la eleccion de los grupos con los cuales
se frabaj6 cada una de las mefodologias se
realizé aleatoriamente, quedando discrimina-
dos de la siguiente forma:

8.2 y 8.4 se denominardn grupos EEE.
8.1y 8.3 se denominardn grupos cp.

Una vez los grupos cp conocen el funcio-
namiento de la caja de polinomios de forma
adecuada, en el senfido que saben ubicar
correctamente las fichas en los cuadrantes,
representar cualquier término de diversas mane-
ras, y en general, escribir cualquier polinomio
de varias formas y hacer lectura correcta de
un polinomio representado en el tablero, se
procede a aplicar la guia de multiplicacion
y division de polinomios. Esta guia, se com-
pone de una parfe en la cual se explica el
proceso para multiplicar y dividir polinomios,
una segunda parte donde se propone una
actividad para efectuar las operaciones con
el material. Esta acfividad busca, en primera
instancia, desarrollar habilidad operacional
para multiplicar y dividir polinomios utilizando
la caja, en segunda instancia, inducir al estu-
diante, a partir de preguntas, a abstraer el
método para multiplicar y dividir polinomios
de manera formal, analizando lo que hizo con
la herramienta.

los grupos que se eligieron para aplicar esta
mefodologia de frabajo se conforman por hom-
bres y mujeres, cuyas edades oscilan entre los
12 y 17 afos, lo que indica que estan en el
rango de edad adecuado para cursar el grado
octavo en una insfitucion educativa formal.
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Ninguno de ellos tiene diagnostico de problemas de aprendizaje o necesida-
des educativas especiales (NEE), asi como tampoco discapacidades fisicas que
limiten el aprendizaje.

los grupos 8.2 y 8.4 con quienes se trabajé la mefodologia EeE se conforman
por 43 y 46 estudiantes respectivamente, entre hombres y mujeres, cada uno.

Los grupos 8.1y 8.3 estén compuestos por 43 y 40 estudiantes respectivamente,
entre hombres y mujeres. No hay presencia de estudiantes repitentes, y como
aspecto diferenciador, es importante mencionar que son grupos en los que se
facilita lograr concentrarlos y disponerlos para el trabajo. Un aspecto relevante
de 8.3 es que la inasistencia ha sido un factor deferminante que incide negati-
vamente en el aprendizaje, pues el ausentismo por parte de varios estudiantes
es muy alto. Por su parte, en 8.1, si bien hay inasistencia alta, se concentra en
dos, maximo fres estudiantes, es decir, son esos fres estudiantes los que acumulan
la mayor parte de inasistencias a las clases de matematicas.

Para realizar el andlisis cuantitativo de la eficiencia que tuvo cada uno de los
dos métodos, se aplicaron dos pruebas distintas.

Consistié en proponer 10 parejas de polinomios, con ellas plantear y resolver
la multiplicacion y division. Los polinomios propuestos van aumentando en nivel
de complejidad, pues se inicia con polinomios cuyos términos tienen coeficiente
enfero v la parte literal compuesta por una sola letra, coeficientes fraccionarios,
parte literal compuesta por dos 0 més lefras con coeficientes enteros, v finalmente,
términos con coeficientes fraccionarios y dos o mds letras en la parte literal y
exponentes literales. la escala evaluativa es la escala oficial de la institucién,
esto es, de O a 5 puntos. A cada ejercicio se le asignd igual valor numérico en
cuanto a nota, siendo de 0.5 por ejercicio.

Se asignd a cada estudiante una pareja de polinomios y en entrevista privada con
el docente susfentaron el proceso de multiplicacion y divisién, argumentando cada
paso que aplicéd. Este proceso se evalud como correcto, si el estudiante explicd
acertadamente los procesos, incorrecto en cualquier ofro caso. las siguientes
fablas, con sus respectivos graficos, muestran los resultados obtenidos por cada
grupo, en cada una de las actividades evaluativas.



Solucién de ejercicios

Tabla 1. Cantidad de ejercicios bien resueltos

Rango 8.1 8.2 8.3 8.4
O0a5 11 14 10 12
6a7 20 15 17 23
8a9 7 10 7 6
10 5 4 6 5
Total 43 43 40 46
Fuente: elaboracién propia
SOLUCION DE EJERCICIOS
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Rango de ejercicos bien resuletos

Figura 17. Ejercicios resueltos correctamente por grupo

Fuente: elaboracién propia
Exposicidn

Tabla 2. Cantidad de estudiantes con susfentaciones correctas e incorrectas por grupo

Nota 8.1 8.2 8.3 8.4
Correcto 29 18 21 22
Incorrecto 14 25 19 24

Total 43 43 40 46

Fuente: elaboracién propia

Tabla 3. Promedios y desviaciones estandar por grupo y metodologia.

8.1 8.2 8.3 8.4 cp EEE
Promedio= 32 3,0 3,1 2,8 3,1 2,9
Esténdar= 1,0 1,6 1,2 1,5 1,1 1,5

Fuente: elaboracién propia

Sol
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De la tabla 3 se observa que los promedios por grupos vy por metodologias
de trabajo no presentan diferencias significativas, lo cual implica que la efectivi-
dad de la metodologia alternativa no se centra en incrementar el promedio de
notas de un deferminado grupo. Pero las desvicaciones esténdar de cada grupo
y de cada metodologia si llevan a concluir que con la metodologia alternativa
se logra que la mayor parte de los estudiantes se acerquen, en cuanto a notas
se refiere, a la media de notas del grupo, por su parte, la metodologia tradicio-
nal genera mayor dispersion de nofas, lo que significa que hay estudiantes que
alcanzan notas muy dltas, al tiempo que hay ofra parte de los estudiantes con
nofas muy baijas.

El siguiente andlisis, antes que ser un compilado de argumentos de diferentes
autores, surge de la reflexion pedagégica y didactica que se hizo después de
haber finalizado la experiencia. los afios de servicio, los diferentes grupos a
quienes se ha servido, el haber ofrecido en reiteradas ocasiones y de manera
continua el curso de dlgebra de grado octavo, el conocimiento que se ha ido
adquiriendo, voluntaria o involuntariamente, entorno a los patrones de comporta-
miento de los estudiantes, permiten que los maestros identifiquen las caracterfsti-
cas que debe tener una metodologia de frabajo en cada uno de los grupos con
los que se frabaja. Es innegable el hecho de que, si determinada mefodologia
surtié efecto positivo con un grupo, no es garantia de que surta el mismo efecto
con los demds. En consideracion de lo expuesto, surge la necesidad de analizar
caracteristicas de la experiencia que quedan excluidas del andlisis cuantitativo,
pues hay muchos aspectos de alta relevancia dentro del aula de clase que los
nimeros no alcanzan a percibir; es por ello que se plantea un paralelo entre las
dos metodologias, tratando de mostrar las fortalezas de cada una, en aspectos
que se consideran fundamentales cuando se trafa de elegir un método para ense-
fiar. En la tabla 4 se hace una descripcién de los aspectos que los docentes de la
institucion consideran més relevantes en la planeacion y desarrollo de una clase.

Categoria Grupo EEE Grupo cP
Sse;ii“dTeennéeo EZF;ZSE‘Z’epueS El tiempo estd predeterminado,
Tiempo complejidad al que se quiera pero requiere desfinar sesiones
llegar, se puede predeferminar y adicionales para explicar el manejo
discriminar con anficipacién. de la cajar de polinomios.
El hecho de trabajar con material
Se evidencian niveles muy diferente a papel y l&piz, genera
Mofivacion bajos, con excepcion de los expectativas. Ademds, al estar

Organizacion

estudiantes que sienten agrado
por el frabajo en matemdticas.

Con este método se torna
mds sencillo controlar la
organizacion de los grupos.

fundamentada en un juego
tradicional (rompecabezas),
genera sensaciones de alegria.

El orden inicial de la clase se ve
sumamente alterado. Principalmente,
en las primeras sesiones de trabaijo.



Interaccién docente
— estudiante

Recursos

Satisfaccién

Interacciéon estudiante-
estudiante

Es mucho mds frecuente en la efapa
de explicacién, pues es en esfa
donde se abre el espacio para las
dudas. Hay picos de inferaccién
cuando el estudiante se enfrenta

a los primeros ejercicios.

Son minimos, pues son el frabajo en
el tablero y el discurso del docente
las principales herramientas para
generar conocimiento; sin embargo,
para efectos de esfa invesfigacion,
se hizo el esfuerzo para entregar a
cada esfudiante el paquete completo
de ejercicios que se frabajarian,

con el fin de opfimizar el tiempo.

Desde el punto de vista del
aprendizaje, la mayoria de los
esfudiantes manifestaron esfar
satisfechos porque aprendieron

e inferiorizaron la técnica para
multiplicar y dividir polinomios.

Desde el punto de vista del goce y
disfrute que produjo el trabajo con esta
metodologia, se encuentra que la gran
mayoria manifiesta que el proceso no
generé agrado porque “fodo parece
parte de un librefo”, se explica, se
muestran ejemplos y se proponen
muchos ejercicios para afianzar lo que
se entendi6 de la explicacién. “Es muy
aburrido”, argumentan los estudiantes.

Dado que se entregd material para
cada estudiante, la interaccién entre
pares realmente fue minima, ademas
de que el docente sugirié que todas
las preguntas que pudieran surgir
después de la efapa de explicacion
se las realizaran directamente a

él, con el fin de ser preciso en

la solucién de la inquietud.

En ciertos momentos el proceso de
inferaccién docente-estudiante se

torna frecuente, sobre todo cuando se
inicia el trabajo en fundamentacion,

y en la dlima parte de la guia, que

es en donde el estudiante se enfrenta
al proceso de absfraccion; ocurre de
igual manera cuando se enfrenta a los
ejercicios para verificar si efectivamente
alcanzé el objefivo del proceso.

Tablas de moF, cartén paja, guilloting,
tijeras, vinilos, marcadores.
Fotocopias de las guias de
aprendizaie, fotocopias de los
ejercicios de verificacion.

Desde el punto de vista del
aprendizaje, los estudiantes manifiestan
que es realmente complicado
establecer una correlacion entre los
fundamentos de la caja de polinomios
y los diferentes tipos de polinomios
que se les puedan presentar para

ser multiplicados o divididos, es

decir, llevar a cabo el proceso de
abstraccion es muy complicado.

Los estudiantes manifiestan que la
experiencia de trabajar con la caja
de polinomios fue agradable, porque
nunca se llegaron a imaginar que
temas del nivel de abstraccion como
estos pudiesen ser abordados con una
herramienta que se fundamenta en un
juego de disposicién de rectangulos

y cuadrados de varios colores.

A pesar de haber consfruido

material para cada estudiante, estos
interactuaron mucho entre pares, dada
la emocién que genera el hecho de
sentir que antes que esfar aprendiendo,
se estd jugando. El juego es una
actividad de tipo social, y dado

que la herramienta se fundamenta

en él, era previsible que el indice

de inferaccion fuese muy alio.

Fuente: elaboracién propia

1. Utilizando la caja de polinomios se logra reducir la dispersién de las notfas
de los estudiantes, lo que significaria que la gran mayoria alcanzaria niveles
similares de apropiacién de la nueva informacion. Con el método tradicio-
nal, el promedio de notas es muy similar al que se obtiene con la caja de
polinomios, pero el indice de dispersion es mucho mas elevado, es decir,
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algunos estudiantes obtienen notas muy altas, pero en contraste, algunos
obtienen nofas muy bajas, lo que llevaria a pensar que mientras algunos
aprenden muy bien a multiplicar y dividir por medio de la exposicién del
docente, ofra parte del grupo presenta muchas dificuliades para aprender
de esta forma.

. Ensefiar con metodologia eee puede lograr alcanzar niveles altos de concep-

tualizacién de la nueva informacién, porque en fodo momento del proceso
se podria frabajar de forma abstracta; pero requiere que quien aprende
fenga un alto nivel de manejo de subsumidores propios de cada nuevo tema,
pues finalmente son ellos los que ligan la nueva informacion con la que ya
se fiene en la estructura cognitiva.

. Trabajar con herramientas diddcticas y garantizar un nivel alfo de concep-

tualizacién requiere mucho mas tiempo que frabajar con una metodologia
en la que la exposicién magistral sea la forma de presentar la nueva infor-
macién. La razén estd en las limitaciones que pueden tener las herramien-
fas en cuanto a la posibilidad de representar los objefos matemdticos que
se esfdn trabajando, frente a la posibilidad de escribir, mencionar vy utilizar
dichos objetos en cualquier momento cuando el método es la exposicion
magistral del docente.

. Investigaciones realizadas en el campo de la educacién matemdtica revelan

que, en el proceso de ensefar y aprender matemdticas, por lo menos en la
bésica, hay variables que van més allé del dominio disciplinar que tenga el
docente, de su adecuado discurso, de su capacidad para persuadir a sus
estudiantes. Preparar una buena clase requiere, ademds de los componen-
fes anteriores, idear més y mejores formas para propiciar relaciones entre
pares, enfre docente y estudiante, enfre material y estudiante. Investigacio-
nes como la de Brisefio y Buendia (2014) soportan esta fesis, si bien no
es el mismo tema matemdtico, las conclusiones que obtienen son similares:

[...] de forma que no solo es valioso lo que el estudiante plasma en un escrito,
sino que ademds sus relaciones con el medio y con sus semejantes, sus formas
de expresar y de proponer brindarédn respuestas a algunos interrogantes de la

investigacion no observables en el discurso escolar cotidiano. (Brisefio y Buen-

dia, 2014, p. 128).

5. Este tipo de investigaciones demuestran que los métodos tradicionales que

se ufilizan en la escuela ain son productivos, que la exposicion por parte
del maestro surfe efectos positivos en la escuela, pues vemos que el nivel de
conceptualizacion que alcanza un estudiante que aprendié con metodologia
tradicional es muy similar al nivel que alcanza un estudiante que aprende
por medio de herramientas didécticas. Sin mencionar que con metodolo-
gia tradicional se puede llegar a niveles muy altos de abstraccion y con-
ceptualizacion en algunos estudiantes. Ahora, queda abierta la posibilidad



de plantear nuevas investigaciones que
apunten a descubrir la forma para lograr
que ese nimero, aparentemente reducido
de estudiantes que logran niveles alfos
con mefodologia tradicional, aumente
significativamente.

6. la experimentacion es un proceso que
puede inducir a la generacion de cono-
cimiento en los estudiantes. Trabajar con
material didactico novedoso que genere
expectativa, promueva y acepte el ensayo
y error es una estrafegia que se puede uti-
lizar para ensefiar matemdticas sin que se
pierda el rigor. Ledn (2017) concluye en
la primera fase de su investigacién que
la tecnologia aplicada en la ensefianza
de las matemdticas juega un papel impor-
fante, porque permite que los estudian-
fes comprueben conjeturas, predigan y
abstraigan.

7. la satfisfaccion, motivacion vy, en gene-
ral, las emociones son componentes que
generalmente no se fienen en cuenta
cuando se elige una metodologia de
ensefianza, porque se cree que no hay
correlacién entre conocimiento y emocio-
nalidad. Esta investigacion revela que
trabajar con diddcticas que dinamicen
las emociones de los estudiantes aporta
en la adquisicién de conocimiento y, por
fanfo, a que aumente considerablemente
el nimero de estudiantes que alcanzan un
nivel promedio (tesis propuestas y argu-
mentadas por Garcia, 2012 y Chad-
wick, 1999).
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