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“La Economia es una rama de la
Biologia ampliamente interpretada”.

Alfred Marshall
RESUMEN

Este articulo busca generar una aproximacion a los modelos bioeconémicos
a partir del analisis teérico-matematico del modelo mutualista de Lotka-
Volterra, con el objetivo de demostrar que las relaciones de cooperacion entre
dos especies son posibles, son una salida a las crisis ambiental y deben ser
una alternativa para la sostenibilidad alimentaria, ambiental y humanitaria
en todas las comunidades. Para ello se realizard un analisis conceptual del
modelo propuesto desde la perspectiva de la bioeconomiay el biodesarrollo;
luego, se realizaran los procedimientos matematicos que posibiliten entender
las dindmicas mutualistas propuestas desde el modelo de Lotka-Volterra
demostrando que dos especies pueden subsistir en armonia bajo condicio-
nes eficientes de tasas de crecimiento, capacidad de carga y competitividad.
Se concluye, que la bioeconomia como un modo de desarrollo alternativo
posibilita el progreso de los territorios, sefialando la agroecologia como
ejemplo de trabajo.
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MATH MODELS APPROACH BIOECONOMIC:
CASE ANALYSIS FOR MUTUAL LOTKA-VOLTERRA

By: Victor David Jaramillo Mejia - Andrés Fernando Jaramillo Mejia - Euclides Diaz Arcos

ABSTRACT

This article seeks to generate an approximation to bioeconomic models by
the theoretical-mathematical analysis from the mutualistic model of Lotka-
Volterra, in order to demonstrate that cooperative relations are possible
between two species and they are a solution to the environmental crisis
and should be an alternative for food sustainability, environmental and hu-
manitarian situation in all communities. It is necessary to built a conceptual
analysis of the proposed model from the perspective of the bioeconomy
and biodevelopment, then mathematical procedures will be made in order
to facilitate understanding of mutual dynamics from the model proposed of
Lotka-Volterra, demonstrating that two species can live in harmony by growth
rates, capacity and competitiveness. It is concluded that the bioeconomy as
an alternative development mode makes possible better territories, standing
out agroecology as a working zone example.

Key words: Bioeconomy, Biodevelopment, model Lotka-Volterra mutualistic.
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I. BIOECONOMIAY SU CONTRIBUCION AL DESARROLLO

La actual crisis de mercado ha evidenciado como uno de los problemas funda-
mentales de las ciencias econémicas ha sido su baja capacidad de interaccién con
ciencias como las naturales, las sociales o las fisicas; centrando sus esfuerzos en
el anélisis de mercados y desconociendo la existencia de relaciones biolégicas que
se pueden generar en los entornos, bajo modelos holisticos y sistémicos.

Sobre este tema Nicholas Georgescu-Roegen (1994: 314), conocido como el pa-
dre de la bioeconomia y que basé sus supuestos en las leyes de la termodindmica
y los analisis de Lotka, Schumpeter, entre otros teéricos, refiere la importancia de
incorporar las leyes de la naturaleza en las teorias econdmicas asi:

“Mi propia razon para afirmar que la economia debe ser una rama de la
biologia interpretada de forma amplia, descansa en el nivel mds elemental
de la cuestion. Somos una de las especies biolégicas de este planeta, y como
tal estamos sometidos a todas las leyes que gobiernan la existencia de la vida
terrestre. Efectivamente somos una especie tinica, pero no porque hayamos
obtenido el control total de los recursos de nuestra existencia. (...) la tinica
caracteristica que diferencia a la humanidad de todas las otras especies (...)
es que somos la tnica especie que en su evolucién ha violado los Iimites
biolégicos”.

De esa forma, los actuales esquemas de planeacion y toma de politica econémica
han fallado pues tratan de buscar el desarrollo en recetas econémicas que descono-
cen particularidades y propenden por mejorar los indicadores de competitividad
de los paises en “via de desarrollo”, pero que no funcionan pues desconocen los
temas de “territorialidad” y “biodiversidad”.

En concordancia con lo anterior, el endogenismo se constituye en una alter-
nativa de trabajo en btisqueda de bienestar social, pues su analisis discrepa de la
teoria econdmica convencional y propone la formulacién de modos de desarrollo
propios, bajo conceptos de heterogeneidad, diversidad y complementariedad entre
las diferentes areas de estudio y la economia, de esta manera, se pueden generar
interacciones positivas entre los ciclos artificiales del mercado y los procesos de
consumo de recursos naturales y consumo de energia, es decir, posibilita dindmicas
bioeconémicas.

En general, la bioeconomia juega un papel fundamental pues se define como:

“una economia que utiliza recursos biologicos a partir de la tierra y los océanos,
asi como desechos, como aportes para alimentos y alimentos para animales de
produccién, produccion industrial y de energia. .. (lo cual) también incluye el
uso de bio-procesos para industrias sostenibles. Los bio-desechos, por ejemplo,
tienen un importante potencial como alternativa a los fertilizantes quimicos
o para su conversion en bioenergia” (Comision Europea, 2012).

Por lo anterior, la bioeconomia, como herramienta de interaccion de las ciencias
sociales, ciencias naturales, ciencias politicas, ciencias econémicas, etc., permi-
tiria generar un adecuado desarrollo territorial, cambiando el actual concepto de
bienestar y negando los postulados antropocéntricos y antropomorficos que miran
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la naturaleza como inferior y desconocen las relaciones de dependencia o “mu-
tualismo” en el ser humano y que por el contrario han fundamentado el modelo
“presa-depredador”, que en palabras de Georgescu-Roegan (1996), derivan en una
alta entropia. Por ello, la bioeconomia se convierte en un camino para reducir la
desigualdad, la violencia, el racismo, y consumismo, sin dejar de lado la tecnifica-
cion, pero respectando los ecosistemas, es decir, posibilitando un “biodesarrollo”.

Finalmente, vale la pena aclararle al lector que los modelos bioeconémicos no
representan una propuesta de modelos de desarrollo alternativos de tipo “super-
fuerte” (Gudynas, 2011: 83); sin embargo, se consideran modelos alternativos
“dentro de la ideologia del progreso y la modernidad” (Gudynas, 2011a: 47).

Il. MUTUALISMO EN EL MODELO DE LOTKA-VOLTERRA

Antes de iniciar con el andlisis formal de este modelo, es necesario resaltar
que la teoria que fundamenta esta propuesta nace en los afios 30, donde Alfred J.
Lotka en 1930 y Vito Volterra en 1931, trabajando en forma independiente, pero
con pensamientos similares desarrollan su trabajo mas importante sobre dindmica
poblacional, la cual propone tres principales tipos de interaccion:

* Silatasa de crecimiento de una poblacién Nj decrece y la otra poblacién N, se
incrementa, éstas estdn en una situacion de depredador-presa.

* Cuando dos especies compiten por los recursos como alimento, agua, luz y
espacio en un ecosistema, se presenta una interaccién de competencia. Esto
es, la tasa de crecimiento de dichas especies representa un decrecimiento de
su poblacién.

* Sipara cada poblacion la tasa de crecimiento aumenta, entonces la interaccion
es de mutualismo o simbiosis.

Asi, el modelo de Lotka-Volterra supone la existencia de tres formas de inte-
racciéon poblacional: depredacion, competencia, y mutualismo, donde el objetivo
de este estudio sera la aplicacién del modelo mutualista mediante procedimientos
matematicos con el fin de: a) plantear formalmente que las interacciones mutua-
listas son posibles en un territorio. b) esbozar una alternativa de biodesarrollo sin
desconocer la necesidad de dindmicas econémicas, y c) fortalecer el conocimiento
que hasta el momento existe sobre la bioeconomia y los modelos bioeconémicos
discretos.

De este modo, conceptualmente se puede decir que el mutualismo es una
interaccion biolégica entre dos o mas especies, en donde todos se benefician y
mejoran su aptitud biolégica, jugando un papel fundamental en la supervivencia
y conservacion de las poblaciones, a modo de ejemplo se puede establecer como
producto de la relacién mutualista, la dispersion de plantas y semillas donde juegan
un papel fundamental las aves, insectos y otras especies, y a nivel econémico de
un modo muy simple y basico se presenta la necesidad imperante de convivencia
entre los compradores y vendedores, empleador y empleados, etc.; sin embargo,
el andlisis puede ir mas lejos si se intenta comprender el modelo de equilibrio de
Cournot, el modelo de equilibrio de Bertrand, la teoria de juegos, o las interaccio-
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nes bioecon6micas resultado de las sinergias entre el ser humano y la naturaleza,
como por ejemplo, el modelo dindmico Gordon-Schaefer.

Asi, se procedera a desarrollar el analisis matematico del modelo, no sin antes
establecer que el articulo no busca generar demostraciones sobre el mutualismo,
pues el desarrollo de procedimientos mateméticos anula la prueba de hipotesis
sobre la utilidad del modelo y por el contrario, trabaja intrinsecamente con la
afirmacién de que el mutualismo es la forma adecuada de lograr la sostenibilidad
y sustentabilidad del mundo actual.

lll. ANALISIS MATEMATICO MODELO DE LOTKA-VOLTERRA
1. Conceptos generales

A continuacién se presentaran algunas definiciones y teoremas bésicos de
algebra lineal utilizados para describir el mutualismo econémico.

Definicién 1.1. Se dice que x = p € JR" es un punto de equilibrio del problema
de valor inicial PV.I x' = Ax, si x = p es una solucién constante del PV.I

Definicién 1.2. Sea A una matriz cuadrada de orden n X n. Un escalar A es un
valor propio de A si existe en &' un vector columna v distinto de cero, tal que
Av = \v. Entonces v es un vector propio de A correspondiente al valor propio A.

Definicién 1.3. Una matriz cuadrada de orden n X n se llama diagonal si todos
los registros que no estan en la diagonal principal son cero.

Teorema 1.4. Silos valores propios de Ay, A2 A, de una matriz Apxy, son reales
y distintos, entonces cualquier conjunto de vectores propios {vs, V3, ... vy} forman
una base para IR". La matriz P = {vy, V3, ... o} es invertible y

A4 0 .. 0
piap= dsg(ss )= 0 % 7
a o0 A

Ademas la solucion del PV.I para el sistema

x = Ax
x’=B

(1)

con x € [R" A € Ruxn, viene dada por la expresion: x(t) = PE({)P~'C, donde la ma-
triz E (t) corresponde a E (1) = diag(e™, e, ... "), denota el tiempo en cualquier
instante.

2. Modelo Propuesto

Como primer paso en la producciéon de un modelo mutualista se considera-
ran dos poblaciones Ny (Seres humanos) y N, (Ambiente), se debe considerar el
siguiente sistema.
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dNy Ny N,
Eﬂl*"’l(i KT E"ﬂx—l)
(2)
dN, N, Ny
ar 2l (1 K H——)

Con 14,13, Kl‘Kz,blz Yy b,1 constantes positivas, donde I es la tasa intrinseca
de crecimiento de cada especie y K es la capacidad de carga dada por el nimero de
individuos que soporta un ecosistema®*, bs2 y b2; miden el efecto de competitividad®
de Nzsobre N; y Ny sobre N, respectivamente.

Cualquiera de las expresiones en el sistema (2), se reduce al modelo de creci-
miento logistico, en ausencia de una de las especies, ya sea N; 6 Nj; como se vera
en el préximo apartado; mientras el factor N;N, se introduce de forma positiva
para representar que la interaccion entre los entes mutualistas, conlleva su corres-
pondiente beneficio.

3. Analisis del Modelo
Se prueba facilmente que el sistema (2) equivale al sistema (3), en efecto,

dN; np
—— =—N;(K; — Ny + b13N,) = fl(Nl,NZ)
it K,

dN,
——=—>=N,(K; — N, + by1N;) = fz(NLNz)
it K,

Si Ny denota el nimero de la especie I y N, denota la cantidad de la especie
II, entonces se puede observar que en ausencia de la especie II (es decir N2 = 0),
se tiene que

dN, n
T ENl(Kl — Ny) (4)

Se analizara la E.D. (4). Para ello se utilizara el método de variables separables y
posteriormente fracciones parciales, para encontrar la solucién general. En efecto,

4. Esimportante entender un ecosistema no solo como un esquema de interaccién de especies ligadas
directamente a las ciencias naturales o puras, sino que puede verse como un escenario de inter-
cambio social, econémico, ecoldgico, etc., es decir, puede entenderse como cualquier escenario
donde las poblaciones se encuentren bajo una disyuntiva en pro de maximizar su beneficio y
reducir sus externalidades negativas.

5. Es decir, el grado de preponderancia de una especie sobre otra.
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dN; n

—=—N;(K; — N

it K, 1(Kq 1)
dN; 7

— 11— Llgt
Ni(Ky —Np) Ky

dN; dN, 7

+ =—dt
KiNy — Ki(Ky = Np) o Ky

1 (dN1+ dN, )—rlfdt+C
K.J\N, (K —-N)) K !

Realizando los procesos algebraicos necesarios se concluye que la solucién de

(4) es
Cerlt
Ni(t) = Kj ——
1() 11+ Cerlt

Figura 1. CRECIMIENTO LOGISTICO DE N;.
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Ahora, el limite de la poblacién Ny cuando t crece indefinidamente, (f =) es

. Ce‘r‘lt
T e T

Por lo tanto, la especie I en ausencia de la especie II crece de forma logistica y
tiende a la poblacion de estado estable® K3, como se ve en la figura 1. Realizando un
analisis similar para la especie II que crece en ausencia de la especie I, se tiene que

Cerlt . Cerlt
limK, ————= K,

NZ(t) = KZW y t—o0 1 + Cerlt

4, Tipos de puntos criticos, estabilidad

Para determinar los puntos de equilibrio de (3), se encuentra la solucion de las
ecuaciones f; (N1, N2) = 0y f» (N1, N2) = 0, es decir, se resuelven las siguientes
ecuaciones:

"

K Ni(Ky — Ny + by3N;) = 0
1

)

K_Nz(Kz —N; + by;N;) =0

2

e SiN; =0y N; =0, entonces f1 (N, N2) =0 yfz (N1, N,) = 0, luego el punto
(0,0) es un punto critico de (3).

e SiN;=K; y Ny =0,entonces f; (N1, N2) = 0y f2 (N1, N2) = 0, entonces el
punto (K3,0) es un punto equilibrio del sistema (3).

* Si N, =K, y Ny =0, entonces f; (N1, N2) = 0y f2 (N1, N2) = 0, asi el punto
(0,Kz) es un punto critico de (3).

6. Basado en esta hipdtesis, el modelo logistico plantea que inicialmente la poblacién crece répido,
y pierde su capacidad de seguir creciendo debido al gran ntimero de individuos existentes, los
cuales se encuentran en relacién continua y logran al final un equilibrio general. Supuesto muy
cercano a la teoria de Solow de desarrollo convergente y que posteriormente Romer, Lucas y Barro
mejoran argumentando que la tasa de crecimiento depende no solo de las relaciones de comercio,
sino también del stock de tres factores: capital fisico, capital humano y conocimientos (o progreso
técnico), que pueden ser objeto de acumulacién y, ademas, generan externalidades positivas que
derivan rendimientos crecientes y competencia imperfecta. Por ello, los modelos bioeconémicos
continuos basan su estabilidad no solo en las teorias de rendimientos marginales decrecientes,
sino que contemplan la posibilidad de estados estacionarios de bienestar, cuando los mismos
introducen una menor entropia.
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'N—K2+K1‘b21 _Kz'b12+K1 .
e Si Np= 1- by, by, y M=7T biy by contempla otro punto critico,

pero omitiremos las soluciones matemaéticas alrededor de éste por la extensién
de las operaciones.

Ahora, se encontrara el jacobiano de la siguiente funcion

T
Ny (Ky — Ny + bioNy)
f(N) = f(fl'fz)T = rzl
K_Nz(Kz — Ny + byyNq)
2

Para ello se calculan las primeras derivadas parciales de las funciones f; y fa.
Se denota la matriz jacobiana de la funcién f en el punto (N1,N3) con la expresion
Df(N) = Df(NLNZ) y se define como:

0fi Ofi 11 (Ky — 2Ny + N3 b, 5) Nybipry
Df(NuN,) = of, 8f | Naba1, 72(Kz = 2N; + Nibay )

La matriz jacobiana en el punto critico (0,0) corresponde a

A = Df(0,0) = (Tol 2)

Dado que la matriz jacobiana es diagonal, se tiene el siguiente sistema no
acoplado.

N' () = AN (5)

Donde N = (N3,N2)T. Es decir,
v (N _ (11 O\ (N,
N@© = (Nz(t)> N (0 rz) (Nz)

De aqui se tiene N'y (t) = riN1 y N'3 (t) = raN,. De la primera expresion,

dN,
dt =1 Ny
dN;

Tl = dt
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AN,
N_1=r1fdt+k1

lan = Tlt + kl
Nl(t) — er1t+k1 — eT1tek1 — Clerlt, c; = ekl

De manera analoga se tiene que, N, (t) = c,e™¢

Luego, la solucién general de (5), donde €5 ¥ €5 son ntimeros reales positivos es

N0 = cremt

N,(t) = cpe™t

En forma matricial la solucién puede expresarse

No= (5 ) ()
N(t) = (e:)lt e(r)zt) N,, donde Ny = (cq,c)7

N(t) = eAtNO

Por lo tanto, la solucion general de (5) es

N(t) = eA'N,

4.1. Retrato de fase y estabilidad del sistema (3) en el punto (0,0)

De las ecuaciones 6 y 7 se tiene:

ParaC, =0
sit - woycy > 0entonces Ny » ©
sit>xoycy <0entonces Ny » ©
ParaC; =0
sit > woycy, > 0entonces N, - «©

sit > wyc, <0entonces Ny -
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Figura 2. Punto fuente, sistema mutualista.

w

ademaés, para cuando C; # 0y C2 # 0 se tiene que

n
Ny (t) = cy(e™)n

T2
N (t) = cp(e™)m
2

N7 N.
Ny(8) = ¢ (—1> " dondeent =—
c o)

C2 :_2
N, () = =N

e
1

Puesto que los valores propios de A son Ay =r; > 0y Az = r2 > 0, entonces

(0,0) es un punto fuente, ademads para r; = r2, N es funcién lineal de Ny, y asi el
punto serd un nodo propio inestable, mientras que si rp # ry, las curvas solucién
tendran un aspecto de ramas de parabola (Ver figura 2) y por lo tanto en general, el
nodo es impropio e inestable, pero sus interacciones positivas cercanas muestran
que la interaccién es mutualista y depende de la tasa intrinseca de crecimiento, la
capacidad de carga, y el nivel de competitividad o cooperacion’.

7. El analisis de los retratos de fase representados en las figuras 2, 3, y 4, deben realizarse para los
cuadrantes positivos, pues para toda poblacién su intervalo de crecimiento es [0, ).
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Por su parte la matriz jacobiana para el punto critico (K3,0) es

- T1b1;
A =Df(K,,0) = 0 2 (K3 + by1K7)
K,

Para el punto critico se tiene el siguiente sistema acoplado:
N'(t) = AN (9)

Puesto que la matriz A no es diagonal, para resolver este sistema se debe calcular
valores y vectores propios de la matriz A y diagonalizar la matriz para encontrar
la solucion del sistema.

a) Valores propios de A:
Sea A un valor propio de la matriz A, en cuyo caso el polinomio caracterizado
de A es
p(h) = det(A - ALL) (10)

Donde I, es la matriz idéntica de tamafio 2 X 2. Entonces,

- 11Dy, 1 0
p(1) = det ' Ky + by Ky | — /1( )

5, 0 1
—(n+A 71b1,
= K, + b, K
det 0 vy 2 211
K>

=1+ 2) (=

Para determinar los valores propios de A, se encuentran las raices de la ecuacion
KZ + K1 * b21

(10). En este caso se obtiene A, = -1,y 1, =1, m
2

b) Vectores propios de A:

Para encontrar los vectores propios de la matriz A, se debe resolver el siguiente
sistema

(A-AI,))v=0 (11)
Donde v es un vector propio asociado al valor propio A.
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Sea v; = (x4, %,)" € R? un vector propio de la matriz A asociado al valor A =r;,
por (11), (A + rqIz)vy = 0, luego se tiene que

- 11Dy,

1 0\|(* 0
_ K, + by, K =
(A +n1)vy 0 r—2—2rt +r1(0 1) <x2> (0)
K,
0 11by,
K; + by Ky (X1) = (0)
Hn——+n X 0
K,

De aqui se tiene x; = 0. Luego un vector propio es v; = (1,0)’. Para el

vector v2 € IR? asociado al valor propio 1. = Tzw se desarrolla

K,+ by, K, ) K,
A-— (rz —) I,)v, = 0 . Entonces,

2
—1 1 bya
K,+ bﬂiﬁl) 1 1912 Ki+baKy r1 00| rxs 0
S e i A | SR Kot bogKy | =g —= =171 =

(A (=, )% S "7k, \o )|G2)=)

1y (b Ky + Ko) + Kony
(T (-0
2 Xy 0
0 0
ra(by Ky + K3) + Kony
K,
_ Kory + ry(Ky + by Ky) , de aqui se sigue que v, = (1, Ko + 1Kz + by Ky)
112K - r by Ky

Luego, xy— 1 byax, =0, 81 x4 = 1, entonces

x Y

-
=

Ahora la matriz P = (V1 V) es

1 1 1 K:Tl"'rz(f(z"'b:lﬁl}
P= Kon+m(K,+ by K | = p-1= oK -1
det P T Oyakis
lelghvg ﬂ 1
Korg + (K. + by K
—p-l= 1 b1 K, 2 T‘g = 21f1) -1
K:Tl + T:(K: + b:lﬁl) L3 j{']: 2 1
T1by2 K5
—p-1— Kon +1ra(Ky + by Ky)

1 by Ky
Kom + 12 (Ko + boyKq)
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Por teorema (1.4) se tiene

1 by2 K,

1 - -n T'j_bj_: 1 1
P lAP= Kam +:E(K§+ boky) 0 Kz + by Ky ({] Kon + (i + bnfﬁ))
e ’ K; 1 b1 K
Kony +1ry(Kp + by Ky)
- 0
= . Kq+ by Ky | = diag(Ay, A2)

Ahora, por teorema (1.4) la solucién general en forma matricial viene dada por
Eytby Ky

la expresion N(t) = PE(t)P™'N,, donde E(t) = diag (e_,«,_r’ev"z B .:} Entonces
se tiene que

ribp K,
1 ! et 0 o +7.(K;_byKy)
NG =, Kary +1,(K3-bs1Ky) < rZ(K2b21K])t> 2t bz KZ_ 21 0
r1b12K, 0 e K, "10121%

Kory +7,(Ky—by1 K1)

it tK1~b21~72+K2'(T1+T2)
K2b127"1€ tle K2 -1

it — T
€ Ky by 13 + K2-(ri1 + 12) Ny , donde Nj = (cy,¢,)%
K1by1+ K
0 e ' %(12 ;

Por componentes, la solucién general es

Fibayr2 +E2-(ry+r2)
Kob,rie™ i | e K2 -1

Ny(t) =gge ™t + ¢, ¥

Kl'bzl'rz + Kz'(T1+ T‘E}

- KEibn+ K3
1. con £y V 2 constantes positivas.
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4.1 Retrato de fase y estabilidad del sistema en el punto (K3, 0)

La solucién para el sistema lineal asociado N3(t) = AN en el punto (K, 0), es
Nlri (I‘} = C:LE_:“'-:

Kibpn+ K3
TR,
N:d(t:} = CaE 2

Desparametrizando, colocando N,z(t) en funcién de Nyg (t), estas ecuaciones se
tiene

Nyg
Nll'l' (t} = cle_?"‘_l.‘ = g Tt = —
&1

Ahora, hacemos lo correspondiente con N2q donde se ha cambiado

Kib,y + K,
=tr,———— =0
i 2 K,
-y T
Nagl(t) = caett = Nop(t) = co(e® )= cp(e™™ )M =gy (—)
Cq
Asi:
=3
CaC.*
29
Nyg = s
Nig ~

Se evidencia asi la aparicion de la familia de hipérbolas alrededor de este punto
I3

en el retrato de fase, puesto que Nzq4 es inversamente proporcional a pr7s .
1d

En la figura 3 se observa que las curvas en el diagrama de fase, son hi-
pérbolas entorno del punto (K3, 0), ahora dado que los valores propios de
la matriz A tienen parte real positiva y parte real negativa, se deduce que le
punto de equilibrio (K3, 0) es un punto silla inestable del sistema (9), pero al
igual que en la figura 2, se observan interacciones mutualistas que depende-
ran de la tasa intrinseca de crecimiento, la capacidad de carga, y el nivel de

competitividad o cooperacién, resumidas en el factor # que por ser positivo asegura
el crecimiento de las dos especies. 1
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Figura 3. Punto silla, sistema mutualista

En el punto critico (0, K3), la matriz jacobiana es la siguiente:

n (K + Kiby,)
A=Df(0,K,) = Ky
rpbgy L

0

Dado que la matriz A no es diagonal, se tiene un sistema acoplado. Se procede
de manera similar al anéalisis del punto critico (K3, 0) para encontrar la solucién
general del sistema (9).

a) Valores propios de A:

Sea A un valor propio de la matriz A. se tiene que:

T/ Ky + Kby, k \
p A = det X 0 —3(1 )
01

r2bay =Tz

Luego de hacer las correspondientes operaciones (como anteriormente se habia
T1(E,+ Eobag)

Ky

visto) se encuentran los valores propios 4y = =15 y A, =
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b) Vectores propios de A:

Sea v, = (x4,%,)7 € R? un vector propio de la matriz A asociado al valor

Ay = —my, por (11), (A— 7 *rz:]i"l = (0, luego se tiene que

(Ky + Kibyg)
SR R K
by T

De este sistema se obtiene el vector propio asociado al valor propio Aq:
v =(3)
SN |

Para el valor propio Az, se desarrolla el sistema:

(K, + K;by;) n(&s + Kybia) (K, + Kibyy) 1
(p-aterie,), (SR o) s mn g
2521 2

Donde ¥, € [R”, Se obtiene la ecuacién:

Ky(byyraxy — x2(n + 1)) — Kabyomx,
Ky

. r (K + Kpbyp) + Kyry
que para xz = 1, se tiene que x, = .
Kyby 1y

Entonces el vector propio asociado al valor propio A, corresponde a

1, =

r

(T1(K1+ Kobya) + Hi’-’":\]
Kybayrs
B )

Ahora, por el teorema (1.4) la matriz P = (v4v,) es invertible y su inversa se
encuentra aplicando la proposicion (1.2). Entonces

Kibyym

( 1 (Ky + Kabyo) + Hﬂ":)
p=|0
1 1
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De donde
Kibyyr; 1
p-1— Kyrz + 1y (Ky + Kpbyp)
Kibgyr; 0

Kyrs + ry(Ky + Kabyo)

Por otro lado, aplicando el teorema (1.4) se tiene

Kybg,rs 1" o (K, + Koby) Ko Kb+ K
- = r o . .. -
-1 K.j_l":"' l"l{K.l-l- K_:]’le__l S S St 0 o Tll:: 1+ 2 1.‘-|+ 173
FraR= Ky bg,r Ey Ky basts
197107
U Y rabay —Ty 1 1

Hyr, + ry(Ey + Kobyg)

—Ty 0
r (K, + Kbyl | = diag (1,,1,)
Ky

Ahora la solucion matricial
N(t) = PE(£)P7IN,

Kby

By, : . - 1
0 'i"'j_{Kj_ + K‘EJL:] + Kj_'?"‘ (g rat . 0 ) ) Kl'?": ¥ Tl{Kj_ ¥ K:EJI::]
K, byym ry(By+ Kbyy) Ny
) 1 il 2 0 . Tt Kybyym 0
\ Hn+ TL{KL + K:EJL::]
- “K + Koy 3
e W 0 |
Nt = Rt H P H'p;:rkb 1 \Hu

4
K by, rpe T2t
bz Kyn+ 1 + Kbn

g= Tzt J

Por medio de componentes, la solucion es

?"_IZK-+K=-EI-=‘IE_
Ny (£) = €1 Ha

rK. rotr K+ Kb, )
Klbzlfze_ﬁ‘r g K, -1

No(t) = ¢ +c et

(K + Kabyo) + Koy
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Con

4.3 Retrato Fase y Estabilidad del sistema en (0, K3)

La solucién para el sistema lineal asociado en el punto (0, K3) es
:""_::..T-{-+.R'--EI---‘Ir
Nll'l' (t} =0E L

Nyg(t) = coe™™F

Y de forma similar que para el punto (K3, 0) se tiene por desparametrizacion,

-7,

Nig(t) = cy(e™)™

T
Nig(t) = ¢, (7)™

T

Nyg\-72
Nig =¢ (—)
%}

T

N2

rl(K1+ K;bq5)
K;

Donde T =

Asi, como en el punto critico anterior, se puede observar por la relacién in-

versamente proporcional entre las variables Nyq4 v N2g una familia de hipérbolas
cercanas al punto (0, K).

De este modo la figura 4 permite corroborar lo mencionado y observar el com-
portamiento de las poblaciones en la vecindad de este punto.

Dado que los valores propios de la matriz A tienen parte real positiva y parte real

negativa, se concluye que el punto (0, K») es un punto silla e inestable del sistema
(9), con relaciones mutualistas positivas en su escenario positivo.
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Figura 4. Punto silla, sistema mutualista

4.4 Ejemplo del modelo mutualista
1— byybyy 1- byabyy

su retrato de fase obtenido por métodos computacionales aplicando los siguientes
parametros:

n=02 1=03 K =50, K,=70b,=05yb, =04

Para un analisis del punto critico ( ), se muestra

100

80

20

N i o o el i B S

'fff/.r" A gy
P11 P22 P2 PP ns

| llf,-i‘}.-lu- B )
.’J.-‘.'."' e gy g g

. ;’f e |

i
¥
F'l

N_1
Figura 5. Ejemplo modelo mutualista

donde se aprecia como dos especies que comparten una relacién mutualista, tien-
den a estabilizar el crecimiento de ambas poblaciones, cerca del punto critico (Kj,
K,) con cierta probabilidad a sobrepasar el limite impuesto por la capacidad de
carga del ecosistema.
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CONCLUSIONES

Los procedimientos matematicos expuestos, demostraron que el modelo es
inestable en los punto silla, es decir donde las relaciones entre las poblaciones no
existen, pero a la vez, permitié establecer que dos especies pueden tener relaciones
de cooperacién que les permita desarrollarse, bajo unas condiciones preestablecidas
de: tasas de crecimiento, capacidad de carga y competitividad (figura 5).

El modelo mutualista de Lotka-Volterra constituye un avance tedricomatemati-
co importante para el desarrollo de esquemas de sostenibilidad y sustentabilidad
ambiental enmarcados dentro de la bioeconomia y el biodesarrollo.

La bioeconomia se esta constituyendo en una alternativa de bisqueda de bien-
estar social para las poblaciones desde la endogeneidad y la territorialidad. Ejemplo
de ello son las practicas Agroecolégicas que en paises como Espana, Estados Unidos,
Australia, Ecuador, Bolivia y Colombia, se han iniciado.

La bioeconomia debe ser un elemento de trabajo en la planeacion territorial del
departamento de Narino, pues el contemplar relaciones de equilibrio bioeconémi-
co (Gordon, 1954) puede mejorar la sustentabilidad ambiental, la especializacion
productiva y la dindmica competitiva del departamento.

La bioeconomia sumada a procesos ciencia, tecnologia e innovacién (CTel) pue-
de dar soluciones a los problemas de energia, alimentos, salud y cambio climatico,
generando beneficios econémicos, bioldgicos y sociales, para gran parte de la pobla-
ci6on mundial. Aqui, Latinoamérica puede generar un papel importante, pues su alto
potencial en recursos, y su alta importancia como fuente de alimentos y biomasa,
brinda a este continente una oportunidad para liderar procesos de sostenibilidad
ambiental, sostenibilidad alimentaria, y bienestar social de la poblacién mundial.

Por todo lo anterior, la planeacién econémica, social y politica, tiene grandes
posibilidades de cambiar los actuales entornos de crisis: ambiental, alimentaria,
humanitaria y econémica. Pero para ello la poblacién debe concienciarse de la
necesidad de mantener limites frente a la produccién y el poder del mercado,
sobre ello Absalén Machado (2011) establece que el desarrollo rural en Colombia
dependeré de que exista “mas Estado en el mercado y menos mercado en el Esta-
do”, refiriéndose a la necesidad de que la planeacion nacional debe replantearse
y debe colocar limites a esa explotacion irracional de los recursos, pues solo ello
permitira garantizar una sostenibilidad ambiental, alimentaria y econémica en este
pais; sin embargo, esta debe considerarse una medida urgente frente a las actuales
alarmas a las distintas crisis.

Finalmente, este articulo se convierte en una aproximacion tedrico — matemé-
tica al anélisis de modelos de biodesarrollo, por ende, es necesario iniciar trabajos
investigativos que posibiliten mejorar este anélisis y permitan tener una mejor
visién sobre los modelos bioeconémicos discretos y continuos.
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