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Este articulo tiene como objeto analizar los aportes, alcances y limitaciones en el aprendizaje de
las matematicas de los enfoques de resolucion de problemas de George Pdlya, Alan H. Schoenfeld
y Frederick Reif. Primeramente, se sintetizan las principales ideas de estos autores en sus obras
atinentes a la resolucién de problemas matematicos, y también se abordan algunos procesos de
orden metacognitivo en los estudiantes, principalmente la regulacién metacognitiva. Lo ante-
rior estd orientado a que tanto docentes como estudiantes desarrollen procesos de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas de manera mdas consciente e intencionada. Entre los resultados
obtenidos se tiene que George Pdlya planted cuatro etapas para la resolucién de un problema; de
forma similar, Alan H. Schoenfeld discrimind cuatro dimensiones; mientras que Frederick Reif
aborda la resolucion de problemas desde el contexto de la fisica a través de dos reglas generales,
fusionadas en una estrategia de cinco fases.

Palabras clave: aprendizaje de las matematicas, resolucidon de problemas, procesos metacogni-
tivos.
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This article aims to analyze the contributions, scope and limitations in learning mathematics
taking into account the problem-solving approaches of George Pdlya, Alan H. Schoenfeld and
Frederick Reif. First, the main ideas of these authors are synthesized in their works related to
solving mathematical problems, and some metacognitive processes in students are also addres-
sed, mainly metacognitive regulation. The foregoing is aimed at both teachers and students,
develop teaching and learning processes of mathematics in a more conscious and intentional
way. Among the results obtained, George Pdlya proposed four stages to solve a problem; similar-
ly, Alan H. Schoenfeld discriminated four dimensions; while Frederick Reif approaches problem
solving from the context of physics through two general rules, merged into a five-phase strategy.
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INTRODUCCION

La matematica es una de las areas fundamentales que forma parte del curriculo en los primeros
afios tanto en la escuela como en muchos programas de formacién profesional; por ello, una
preocupacién recurrente en el dmbito de la didactica estd estrechamente ligada con la imple-
mentacién de estrategias didacticas y de metodologias que optimicen los procesos de ensefianza
y de aprendizaje de conceptos matematicos; por ejemplo, en las tltimas décadas la resolucién de
problemas se ha constituido en una herramienta didactica muy significativa para el desarrollo de
habilidades y de pensamiento matemadtico entre los estudiantes, puesto que permite al educando
enfrentarse a situaciones y problemas que “en teoria como en la practica” debera resolver (Pérez
y Ramirez, 2011).

Dado lo anterior, la resolucion de problemas matematicos es uno de los aspectos mas valiosos
de la educacién matemadtica (Tzohar y Kramarski, 2014); desde el siglo XVII René Descartes ya
habia considerado la existencia de reglas basicas para la resolucion de problemas (Santos, 1999),
sin embargo, los trabajos en este contexto académico alcanzaron mayor grado de aceptacién y
refinacién a partir de la tltima mitad del siglo XX, con los postulados de tres importantes tedricos
que aun mantienen vigencia en el contexto del aprendizaje de la matematicas: George Pdlya, Alan
H. Schoenfeld y Frederick Reif.

Se puede afirmar que, de estos tres, el precursor de la teoria de resolucién de problemas mate-
maticos en el dltimo siglo fue George Pdlya, matematico hungaro, destacado por sus aportes en
heuristica y educacién matematica, quien en su trabajo ¢Como plantear y resolver problemas?, cuyo
titulo original es How to solve it? (1965), publicado en afios de la postguerra, planted estrategias
que contribuyeran no sdélo a la solucidon de problemas matematicos sino a problemas de la vida
cotidiana. Posteriormente, Alan Henry Schoenfeld, investigador y diseniador estadounidense de
educacién matemadtica, publicé su libro Mathematical Problem Solving (1985), basado en sus
trabajos realizados en los afios 80 y refutando algunos de los postulados de la teoria de resolucién
de problemas de Pdlya. Finalmente, Frederick Reif, fisico estadounidense, abordo el enfoque de
resolucion de problemas desde el aprendizaje de la fisica, ciencia que necesariamente necesita de
las matematicas para existir.

En este articulo de reflexion tedrica, ademas de sintetizar las principales ideas de los autores antes
mencionados, teniendo en cuenta sus trabajos o principales obras sobre resolucién de problemas,
se intenta relacionar cémo cada una de sus propuestas puede reforzar la idea de que al resolver
problemas también se promueve de manera implicita o explicita el desarrollo de procesos me-
tacognitivos en el estudiante, especificamente, el desarrollo de regulacién metacognitiva, que
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quisiéramos se dé siempre de manera explicita y permitir “una meditacion y andlisis mas intenso
de las operaciones mentales y pensamientos escudrifiando una mayor certeza y validez al resolver
problemas matematicos” (Bolivar, 2016, p. 20). En este sentido, se presentara inicialmente, para
cada uno de los autores mencionados, las reflexiones sobre los procesos de resolucién de pro-
blemas y, al finalizar, se expondra cémo dicho proceso puede estar articulado a la regulacion de
orden metacognitivo. Lograr esta articulacién seguramente ayudara a que tanto docentes como
estudiantes desarrollen procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas de manera mas
consciente e intencionada.

RESULTADOS Y DISCUSION

Segun Soto (2019), “la historia de la resolucién de problemas matemdticos puede dividirse en dos
grandes etapas delimitadas por la aparicion de los trabajos de Polya en 1945” (p. 921). A partir de
sus experiencias como matematico y profesor, con la finalidad de bosquejar algunas recomenda-
ciones para docentes y estudiantes de matemadticas (Barrera et al., 2021), George Pdlya aportd a
la teoria de resolucidén de problemas matematicos, principalmente a través de la formulacion de
varios interrogantes que plantea en su obra How To Solve It? (Pdlya, 1965), en la que senala que
estas cuestiones son necesarias para estimular el pensamiento de quien confronta el problema,
las cuales se sintetizan en 4 etapas:

i. Comprender el problema. Esta etapa tiene gran relevancia, debido a que es imposi-
ble iniciar con la resoluciéon de un problema sin haber comprendido el enunciado
planteado (Amasifuén, 2022). Pdlya (1965) manifiesta que en esta etapa se deben
plantear algunos interrogantes, los cuales son: “¢Cudl es la incégnita?, {Cudles son
los datos? ¢Cudles son las condiciones?, ¢Podria enunciar el problema de otra forma?”
(Oliveros et al., 2021, p. 3). Generalmente, esta etapa es una de las mas complejas
de superar; lo primero que el estudiante debe hacer es entender lo que se pide. Com-
prender qué se quiere resolver seguramente permitird a los estudiantes proyectar su
trabajo hacia el reto de satisfacer ese desconocimiento, duda o dificultad propuesta
en el problema (Pérez y Ramirez, 2011). En esta primera etapa, muchas veces se
cometen errores al abordar el problema cuando este no ha sido comprendido en su
totalidad, lo que puede llevar a ejecutar un procedimiento de solucién inadecuado.
Es de considerar también que no todos los problemas revisten la misma compleji-
dad en su comprensidn, ya que en algunos, por ejemplo, se acentia mas la relacion
lenguaje-matemadticas y requieren mayores destrezas lingliisticas. Adicionalmente, la
importancia de esta etapa se puede notar en el hecho de que algunos estudios sobre
el tema muestran que “los expertos dedican mas tiempo en la fase de entendimiento
del problema que los estudiantes y esto repercute en el éxito al intentar resolverlo”
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(Santos, 1999, p. 17). Teniendo en cuenta todo lo anterior y de acuerdo con Santos
et al. (2018), “En esta fase es necesario utilizar un pensamiento lateral (divergente)
mediante el cual se puede visualizar, conocer o comprender el problema” (p. 11).

Concebir un plan. En esta etapa se realiza un trabajo mental (intelectual) que se de-
nomina proceso cognitivo (Santos et al., 2018). La aproximacién a la concepcion
de un plan estd asociada a la recordacion de algin problema similar al planteado, o
con una incdgnita similar, que pueda sugerir algunos elementos metodoldgicos para
encontrar una ruta hacia la resolucién del problema. Segin Pdlya (1965), citado por
May-Cen (2015, p. 1), “Esta es la forma en que se construye el conocimiento (...)
sobre lo que alguien mas ha realizado”. La concepciéon del plan para la resolucién
de un problema en si misma es una habilidad que el estudiante puede fortalecer
gradualmente con ayuda y guia del profesor durante los procesos de ensefianza y de
aprendizaje de las matematicas (Oliveros et al., 2021); esto se puede llevar a cabo “a
través de preguntas y sugerencias para que el alumno se vaya formando alguna idea
que poco a poco puede ir tomando forma hasta lograr completar el plan que le llevara
a la soluciéon del mismo” (Pérez y Ramirez, 2011, p. 180).

Ejecucion del plan. Segin Pdlya (1984), citado por Pérez y Ramirez (2011, p. 180), la
ejecucion del plan “se refiere al proceso donde el estudiante debera aplicar el plan
que ha concebido, para ello hace falta que emplee los conocimientos ya adquiridos,
haga uso de habilidades del pensamiento y de la concentracion sobre el problema a
resolver” . Aunque la ejecucion del plan se da por parte del sujeto o estudiante, en
el entorno de aprendizaje de las matematicas es importante el acompafnamiento por
parte del profesor durante esta etapa, ya que, aunque exista un sendero definido para
llegar a una solucidn, no se esta libre de errores de procedimiento durante la ejecu-
cion; por lo que es importante “que se vaya verificando cada paso que se ejecute del
plan” (Oliveros et al., 2021, p. 3).

Examinar la solucion obtenida. En este Ultimo paso se evaluia el resultado o la solucién
del problema “con el fin de trascender o retroalimentar en la solucién del mismo”
(Santos et al., 2018, pp. 11-12); en esta instancia, segin Pdlya (1965, p. 19), citado
por May-Cen (2015), cabe el interrogante “(Puede emplear este resultado o el mé-
todo en otro problema?”. También es pertinente la pregunta ¢se puede obtener este
resultado en forma diferente? Este tltimo cuestionamiento cobra mayor importancia
en problemas en los que la ejecucién del plan concebido lleva mucho tiempo o reviste
mayor complejidad de la esperada; es entonces cuando se debe sugerir revisar de nue-
vo el problema a través de los pasos anteriores, a fin de agotar la posibilidad de otra
solucidén mas sencilla.
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Es pertinente afirmar, entonces, que los pasos anteriormente mencionados configuran el princi-
pal aporte de George Pdlya en el aprendizaje de las matematicas desde el enfoque de resolucién
de problemas a través de su obra; por medio de la cual el autor inicié la formacién del profesor de
matemadticas posmoderno que requieren las escuelas de hoy, que no sdlo ensefie matemadticas de
férmulas y procedimientos, sino que utilice las ciencias exactas para estimular el pensamiento, el
ingenio, la creatividad, para lograr la resolucién de problemas reales (May-Cen, 2015).

Desde lo planteado hasta este punto, los cuatro momentos o etapas propuestas por Pdlya inne-
gablemente se pueden articular a un proceso de pensamiento indispensable en la ensefianza y en
el aprendizaje de las matemadticas y de cualquier otra disciplina: la regulacién. Referirnos a este
proceso es hacer mencién, primero, a la metacognicion, entendida como el proceso reflexivo que
lleva al conocimiento y comprension de los propios procesos de orden cognitivo que conducen al
aprendizaje, mas que a la comprension de lo que se aprende; ademas, es un mecanismo que brin-
da al sujeto herramientas para la seleccién de estrategias y recursos pertinentes para el desarrollo
de las tareas propuestas (Efklides, 2009; Nuiez et al., 2009).

Anidlogamente, en el contexto practico de resolucién de problemas, la metacognicién, segin
Brown (1987), estd asociada a aquellas habilidades ejecutivas que contribuyen a predecir, verifi-
car, monitorear, probar la realidad y coordinar y controlar los intentos deliberados de aprender o
resolver problemas, y su uso en el momento y lugar adecuados.

Dentro de la metacognicion existe una dimensidn macro que puede vincularse a las etapas de
Pélya: la regulacion (relacionada con el conocimiento, la conciencia del sujeto y las otras dimen-
siones metacognitivas), la cual desde la actividad de resolver un problema, segin Tzohar y Kra-
marski (2014), se refiere a un conjunto de actividades que ayudan a los estudiantes a planificar,
monitorear y evaluar su propio trabajo. En esta dimensidn, la planeacién, el monitoreo y la eva-
luacién son acciones fundamentales, que permiten al sujeto concientizarse del porqué y el para
qué de sus acciones y, con ello, seleccionar estrategias pertinentes para enfrentar el propédsito de
la tarea planteada.

En la planificacion (comprensién del problema y concepcidén del plan, teniendo en cuenta los
postulados de Pdlya), el estudiante reflexiona sobre el alcance de la tarea, propone estrategias,
para él pertinentes, y selecciona, de igual manera, recursos. En el monitoreo y ejecucion (ejecucién
del plan para Pdlya) se espera que cada estudiante mantenga la concentracion y el interés al apli-
car las estrategias y utilizar los recursos seleccionados en la etapa de planeacién. En la etapa de
evaluacion (examinar la solucion obtenida para Pdlya) no sdlo se verifica el logro obtenido, sino
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también la pertinencia de las estrategias y recursos utilizados y la posibilidad de enfrentar nuevas
problematicas con nuevas estrategias si su balance asi lo define.

Asi como se identifican similitudes, también es importante exponer puntos que pudieran con-
siderarse adicionar a las etapas propuestas por Pdlya y que exhiben oportunidades de enrique-
cimiento, mas que como falencias, para quienes decidan utilizar la perspectiva de Pdlya en los
ambientes de ensefianza y de aprendizaje de las matematicas.

Las etapas de resolucidn de problemas propuestas por Pélya, como se viene ratificando, permiten
establecer logros y metas para el problema propuesto, verificar la pertinencia de la estrategia y,
muy posiblemente, establecer otras para préximas tareas, sin embargo, podrian enriquecerse con
el desarrollo de los procesos metacognitivos y de autorregulacién del aprendizaje actual. Primero,
establecer junto a los logros y metas del desarrollo del problema, criterios claros y concretos de
evaluacion de los procesos; segundo, permitir la conciencia y, posiblemente, el control de as-
pectos de orden motivacional y emocional de los sujetos con el desarrollo de la tarea; y tercero,
promover la autoobservacion y autocontrol, mediante la expresion de los denominados juicios
metacognitivos, que impactarian los procesos de transformacién y mejora de los desempefios
(Zimmerman y Moylan, 2009).

A partir del fundamento pedagdgico de George Pdlya, que se puede considerar uno de sus aportes
de mayor trascendencia, es pertinente afirmar que este autor abrié camino para las teorias subsi-
guientes sobre resolucidén de problemas en el dltimo siglo, ya que otros autores las han construido
con base en la obra de Pdlya, y si bien es cierto que en este proceso han surgido algunas diferencias
conceptuales por parte de otros tedricos, quizas sin las bases cimentadas por Pdlya en este contexto,
el desarrollo actual de las teorias de resolucion de problemas matematicos no tendria hoy el mismo
alcance. En este sentido, uno de esos autores criticos de los planteamientos de Pdlya y enriquece-
dor de la teoria de resolucién de problemas es Alan H. Schoenfeld, quien en su obra Mathematical
Problem Solving sefiala cuatro dimensiones para considerar al momento de resolver un problema
matemadtico; Schoenfeld en algunas de ellas refuta elementos planteados por Pdlya para resolver
un problema matemadtico.

Las dimensiones consideradas por Schoenfeld son las siguientes:

i.  Recursos. En el enfoque de resolucidén de problemas matemadticos, los recursos se defi-
nen como los conocimientos previos que posee el individuo; se refieren, entre otros, a
conceptos, formulas, algoritmos, y en general, todos los conceptos que se consideren
necesarios saber para enfrentarse a un problema (Barrantes, 2006; Plaza y Gonzdlez,
2019). Analogamente, Santos (1999) manifiesta que esta dimensidn relacionada con
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el dominio del conocimiento “incluye definiciones, hechos y procedimientos usados
en el dominio matematico” (p. 22). Ahora bien, es facil deducir que de la calidad de
los recursos depende en gran medida el éxito en la resoluciéon del problema, y aunque
en el proceso de aprendizaje de las matematicas enfocado en la resolucion de proble-
mas juega un papel importante la orientacién del profesor, el estudiante debe tener
una base de recursos propios para abordar el problema.

Heuristicas. Las heuristicas son técnicas o reglas muy generales que nos permiten
avanzar en el proceso de resolucién de problemas; pueden incluir métodos tales como
descomponer el problema en simples casos, establecer metas relacionadas, invertir
el problema, dibujas diagramas, entre otras (Santos, 1999); en otras palabras, segiin
Schoenfeld (1985) citado por Pérez y Beltran (2009, p. 111), “En esta dimension se
ubican las estrategias generales que pueden ser utiles en la resolucién de un proble-
ma”. Adicionalmente, Schoenfeld considera que hay una problematica con las heuris-
ticas en el trabajo de Pdlya, y es que practicamente cada tipo de problema nece-
sita de ciertas heuristicas particulares (Barrantes, 2006; Plaza y Gonzalez, 2019).
Esta controversia se generd a partir del hecho de que algunos estudios realizados por
Schoenfeld mostraron que las ideas de Pélya no estaban funcionando en el salén de
clases. La razoén obedece a que segin Schoenfeld (1985), citado por Santos (1999),
los métodos heuristicos propuestos por Pélya no son realmente coherentes.

Control. Esta dimensidn se refiere a las estrategias metacognitivas o el monitoreo o
autoevaluacién donde el alumno controla el proceso utilizado al resolver un proble-
ma (Plaza y Gonzalez, 2019). En palabras del autor, para Schoenfeld (1985), citado
por De Faria (2006, p. 1), “el control trata sobre la forma en que el individuo usa la
informacién que posee al resolver un problema (distribucidén de recursos) e incluye
las decisiones importantes que se toman acerca de qué hacer en un problema”. Adi-
cionalmente, la dimensién “control” involucra diferentes fases para tener en cuenta
segun De Faria (2006): 1) Tener claridad acerca de lo que trata el problema antes de
empezar a resolverlo (fase de entendimiento del problema). 2) Considerar varias for-
mas de resolver el problema y seleccionar un método especifico (fase de disefio). 3)
Monitorear el proceso y decidir cuando abandonar algiin camino que no sea exitoso
(fase de implantacién). 4) Revisar el proceso de resolucién y evaluar la respuesta ob-
tenida (fase de revision y comprobacién).

Sistema de creencias. Las creencias afectan muchos aspectos de nuestras vidas, inclu-
yendo la resolucion de problemas matematicos. Algunas de las creencias que Scho-
enfeld manifiesta que los estudiantes tienen sobre las matematicas son: que los pro-
blemas matematicos tienen una y solo una unica respuesta correcta; la existencia de
una Unica manera correcta para resolver cualquier problema; que las matematicas
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aprendidas en la escuela poco tienen que ver con el mundo real, entre otras. Sin
embargo, las creencias en este contexto no son exclusivas de las estudiantes, ya que
hasta los profesores tiene sus propias creencias, las cuales generalmente vienen inte-
riorizadas desde su propio proceso de aprendizaje de las matematicas en la formacion
docente o desde la escuela; también se deben tener en cuenta las creencias respecto al
aprendizaje de las matematicas y resolucién de problemas de acuerdo con el contexto
sociocultural (Barrantes, 2006, p. 6). Ahora bien, las creencias afectan considerable-
mente las formas en que los estudiantes y profesores abordan la resolucién de pro-
blemas (Plaza y Gonzdlez, 2019); e inciden en las demdas dimensiones planteadas por
Schoenfeld, por ejemplo: “Los alumnos que tienen unas creencias rigidas y negativas
de las matematicas y su aprendizaje, facilmente se convertiran en aprendices pasivos,
ya que cuando aprenden, enfatizan la memoria sobre la comprension” (De Faria,
2008, p. 12).

Adicional a estas dimensiones, otra consideracidon importante en el trabajo de Schoenfeld es que
en el estudio de las matematicas enfocado en la resolucidén de problemas, los estudiantes deben
reconocer algunos principios epistemoldgicos, entre los cuales estan:

i. Encontrar la solucién de un problema matemadtico no es el final de la empresa mate-
matica, sino el punto inicial para encontrar otras soluciones, extensiones, generaliza-
ciones de ese problema (Santos, 1999, p. 22).

ii. Aprender matemadticas es un proceso activo que requiere discusiones de conjeturas y
pruebas, el cual puede guiar a los estudiantes al desarrollo de nuevas ideas; ademads,
es necesario considerar actividades de aprendizaje que sean consistentes con los prin-
cipios epistemoldgicos (Santos, 1999).

Las dimensiones propuestas por Schoenfeld a partir de su trabajo atinente al enfoque de reso-
lucidén de problemas matematicos, también son susceptibles de analisis desde la perspectiva de
los procesos metacognitivos que se encuentran inmersos en un problema; en este escenario se
pueden discriminar tres procesos en las operaciones de autorregulacidon de orden jerarquico en
la metacognicidn; esto hace referencia a todas las actividades que el ser humano lleva a cabo de
forma auténoma para controlar todo lo que realiza y aprende; estos procesos son: planeacion,
monitoreo y evaluacion.

Primeramente es necesario tener en cuenta que los procesos metacognitivos son los que sistema-
tizan las labores cognitivas, las cuales en un evento de resolucién de problemas, por ejemplo, si
la persona concibe, examina o monitorea mientras soluciona el problema, es factible que logre
adicionar los procesos metacognitivos a esta solucidn, ya que son un elemento fundamental del
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componente afectivo; forjando de las creencias de cada individuo posibles principios predomi-
nantes de sus pensamientos y actitudes, tal como lo testifica Schoenfeld (1992) en el momento
de resolver problemas matematicos (Bolivar, 2016).

Teniendo en cuenta lo anterior, y que la regulaciéon metacognitiva se refiere al conjunto de acti-
vidades que ayudan al estudiante a controlar su aprendizaje (Tamayo, 2006), es pertinente afir-
mar que los procesos metacognitivos permiten a los estudiantes ser conscientes de qué técnicas
o estrategias son mds utiles al momento de resolver un problema; de esta forma, la planeacion
corresponde a las disposiciones y estrategias que se llevan a cabo para poder resolver el problema,
es decir, busqueda de estrategias para cumplir con la resolucién del problema, una vez identifica
la situacidén vinculada con este (Lépez, 1992, citado por Bolivar, 2016). Es valido considerar,
entonces, que dentro de un proceso de planeacién se considere, en primer lugar, los recursos que
se tienen para resolver un problema, siendo precisamente los recursos la primera dimensién que
plantea Schoenfeld. Segin Santos (1999), en esta primera fase de acercamiento hacia el proble-
ma es importante reflexionar en cuestiones tales como “qué se pide”, “qué se tiene” y “a donde
se quiere llegar”. En segundo lugar, segun Schoenfeld (1992), citado por De Jestus (2020), se
deben considerar como factores que intervienen en el proceso de resolucion de problemas: las
estrategias cognitivas o heuristicas, que involucran formas de representar y explorar los problemas
con la intencidén de comprender los enunciados y plantear caminos de solucidn; las estrategias
metacognitivas, que involucran conocimiento acerca del funcionamiento cognitivo propio del
individuo (¢Qqé necesito?, {cdmo utilizo ese conocimiento?), y estrategias de monitoreo y con-
trol del propio proceso cognitivo (¢qué estoy haciendo?, ¢por qué lo hago?, {a donde voy?).

Respecto a los procesos de Monitoreo y evaluacion, se pueden asociar con la dimensién de
control, en la cual la persona que esta resolviendo el problema debe contar con la habilidad para
monitorear y evaluar el proceso. Respecto a esta dimensién, Schoenfeld sefiala que es, también,
conocimiento de si mismo: la persona que estd resolviendo el problema debe saber qué es capaz
de hacer, con qué cuenta, o sea, conocerse en cuanto a la forma de reaccionar ante esas situacio-
nes (Carrefio et al., 2017).

El mismo Schoenfeld en sus trabajos practicos atinentes a su enfoque sobre resolucion de proble-
mas matemadticos “incluyd un conjunto de estrategias de monitoreo. (...) Estas contienen pregun-
tas en las cuales los estudiantes tienen que evaluar las decisiones tomadas en el proceso de resolver
problemas” (Santos, 1999, p. 21). Ademas de los anterior, segin Santos (1999), en los trabajos de
Schoenfeld, este plantea que “estrategias metacognitivas se relacionan con el monitoreo empleado
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al resolver el problema, por ejemplo, el proceso de seleccién de una estrategia y la necesidad de
cambiar de direccidén como resultado de una evaluacién permanente del proceso” (p. 22).

Finalmente, la evaluacidn, realizada al final de la tarea, se refiere a la naturaleza de las acciones y
decisiones tomadas por el aprendiz; evalta los resultados de las estrategias seguidas en términos
de eficacia (De Jesus, 2020). Respecto a este proceso, algunos autores distinguen y diferencian
las estrategias de evaluacidn de las demas estrategias cognitivas y las consideran como estrategias
metacognitivas que controlan la eficiencia de las acciones cognitivas en los procesos de resolu-
cién de problemas (Rocha-Silva, 2006).

Ahora, sobre la dimension: sistema de creencias de Schoenfeld, no la ubicamos de manera es-
pecifica en una de las tres etapas de regulacion metacognitiva. La razén que nos lleva a este
planteamiento es que “las creencias establecen el contexto en el cual los recursos matematicos
y metacognitivos y las heuristicas operaran” (Hidalgo et al., 2015, p. 69); en otras palabras, las
creencias condicionan el porqué y el para qué del uso de los recursos y de las heuristicas que el
sujeto identifica como necesarias para la resolucién del problema. En el campo metacognitivo,
las creencias podrian llamarse conocimiento estratégico del individuo, una dimensién que sobre-
pasa la regulacién metacognitiva y se ubica en la dimensién de la conciencia metacognitiva, pues
requiere, ademas del dominio de estrategias y procedimientos, su uso intencional y consciente
articulado a las metas y demandas de la tarea (Pozo, Monereo y Castelld, 2001).

El tercer autor que decidimos poner en contraste para los procesos de resolucion de problemas
es Frederick Reif, quien en sus trabajos sobre este tema describe un estudio sistemdatico de habi-
lidades para resolver problemas en fisica basica. También analiza cémo se utilizan observaciones
detalladas de individuos para formular modelos para los procesos de resolucién de problemas en
mecanica y aplicaciones para la ensefianza universitaria basica de fisica o cursos de ingenieria.

Reif (2008) en su libro “Applying Cognitive Science to Education - Thinking and learning and
other Complex Domain” manifiesta que resolver un problema puede ser dificil y requiere de la
toma cuidadosa de decisiones; por ello propone una estrategia ventajosa para la solucion de
problemas basada en dos reglas generales que facilitan resolver tareas mas complejas. La primera
regla consiste en “divide y vencerads”, es decir, cualquier tarea compleja se puede realizar mas
facilmente si se descompone en partes mads sencillas de manejar o de manipular; mas exactamen-
te, es muy util descomponer un problema en subproblemas, entendido un subproblema como
aquel cuya solucién aporta a la solucién del problema original; este proceso de descomposiciéon
se puede llevar a cabo de manera iterada hasta donde se considere pertinente. La segunda regla
denominada, “aproximaciones sucesivas”, plantea que a menudo es dificil lograr una meta como
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resultado de un solo esfuerzo mayor. En cambio, un problema puede abordarse mas gradualmen-
te mediante un proceso de aproximaciones sucesivas, en el que cada aproximacion obtenida se
acerca gradualmente a la solucién deseada.

Las dos anteriores reglas son fusionadas en la siguiente estrategia basica, que consta de cinco
pasos, para solucién de problemas:

i. Descripcion del problema, esta fase inicial de la estrategia permite producir una des-
cripcidn clara del problema; aunque sea algo relativamente facil, es un prerrequisito
esencial para los pasos posteriores.

ii. Andlisis del problema, esta segunda fase de la estrategia ubica el problema en una for-
ma que facilite las subsecuentes construcciones de su solucién. Respectivamente, en
esta fase se intenta identificar el conocimiento util para resolver el problema, anali-
zandolo mas tedricamente y, finalmente, proveyendo una descripcién mas analitica
del mismo.

iii. Construccion de una solucidn, esta tercera fase es critica y algo compleja, puesto que se
intenta obtener la solucidn real del problema; en este punto es necesario la particiéon
del problema en subproblemas cuidadosamente escogidos.

iv. Comprobacién del resultado, esta fase de la estrategia permite verificar si la solucién
obtenida en la fase precedente es o no es correcta y ademads util. Respectivamente,
suministra criterios mds generales para chequear la solucidn, si la solucién de alguna
manera es insatisfactoria, deben revisarse los pasos anteriores.

v. Aprovechamiento de la solucion, esta fase de la estrategia no es necesaria para la so-
lucidén de un problema particular, sin embargo, es probable que se tengan objetivos
ulteriores mas alld de la solucién del problema.

Ademas de esto, segin Guisasola et al. (2007) para facilitar la resolucién de problemas desde la
perspectiva de Reif, se consideran de gran interés los siguientes factores: una organizacién jerar-
quica del conocimiento que facilite la eleccidon de la via de resolucién y la adquisicidn previa de
una serie de habilidades de interpretacion y representacién del conocimiento.

De forma similar a las comparaciones establecidas entre las ideas de Pdlya y Schoenfeld en cuan-
to a la resolucidn de problemas frente a los procesos de orden metacognitivos, los planteamientos
de Reif también se pueden vincular a los procesos de planeacién, monitoreo y evaluacién, com-
paracién que se sintetiza en la tabla 1.
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Tabla 1. Pasos para solucién de problemas segun Reif vs. Procesos metacognitivos

Pasos para la solucién de Procesos de orden
problemas segun Reif metacognitivos

Tipos de procesos

Descripcién del problema En el proceso de planeacidn es razonable
abarcar la identificacién y analisis del
Planeacién problema 'agui se incluyep procesos
Analisis del problema metacognitivos para clarificar las
estrategias o técnicas mds convenientes
para resolver el problema.

En esta instancia, el estudiante examina
constantemente cémo estd solucionando
Monitoreo el problema; y esto lo logra por medio de
la autorregulacién y autochequeo durante
el desarrollo del mismo (Bolivar, 2016).

Construccién de una
solucién

En este proceso, el estudiante reflexiona
sobre las actividades que implementé
para solucionar el problema; y esto lo
logra por medio de autorregulaciéon y

Comprobacién del resultado

Evaluacién . ;
autoevaluacién (Bolivar, 2016). Por otro
Aprovechamiento de la lado, el aprovechamiento de la solucién
solucién es opcional, y no necesariamente implica

este tipo de procesos.

Nota: esta tabla muestra los pasos para solucién de problemas segin Frederick Reif, teniendo en
cuenta procesos de orden metacognitivos.

Al igual que Schoenfeld, Reif va mds alld de los procesos de regulacidon metacognitiva en su fase
“aprovechamiento de la solucidén”; esto porque, ademds de aportar al desarrollo de acciones
conscientes al resolver un problema, también promueve, para nuevas situaciones, el uso cons-
ciente e intencionado de los procedimientos utilizados, desde la evaluacion de la eficacia y efi-
ciencia que tuvo al resolver la tarea.

Al comparar las teorias, postulados, dimensiones o componentes referidas a la resolucion de pro-
blemas, planteados por George Pdlya, Alan H. Schoenfeld y Frederick Reif, se debe considerar pri-
meramente que el trabajo de Pdlya en este dmbito influencié en gran medida todos los modelos
de resolucion de problemas que se publicaron posteriormente, entre ellos el de Schoenfeld, que si
bien es cierto que basé parte de sus teorias en el libro de Pélya “How to solve it”, tomé distancia
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de algunos aspectos pertinentes a los métodos heuristicos planteados en esta obra, al considerar
que sus alcances son limitados.

George Pdlya planted cuatro etapas para la resolucién de un problema: comprender el problema,
concebir un plan, ejecucién del plan y examinar la solucién obtenida. Aunque estas etapas han
sido asumidas por distintos modelos de resoluciéon de problemas planteados por otros autores,
solo convergen, desde un punto de vista formal, en el sentido que sefalan, esencialmente, consi-
deraciones basicas y comunes a todos ellos (Ceberio et al., 2008).

Por su parte, Alan H. Schoenfeld discriminé cuatro dimensiones: Recursos, Heuristicas, Control
y Sistema de creencias; aunque también concluyd que en el trabajo de resolucién de problemas
hay que tener en cuenta situaciones mas alla de las puras heuristicas; de lo contrario no funcio-
na, no tanto porque las heuristicas no sirvan, sino porque hay que tomar en cuenta otros factores
(Barrantes, 2006); siendo este aspecto el que marca diferencias fundamentales entre la teoria de
este autor frente a los postulados de Pdlya. De forma general, segiin Santos (1999), el trabajo de
Schoenfeld ,visto desde el enfoque de resolucién de problemas, incorpora un punto de vista de
las matemadticas en la cual los estudiantes son motivados a discutir el sentido de las ideas mate-
maticas.

Mientras que Frederick Reif aborda la resolucion de problemas desde el contexto de la fisica a tra-
vés de dos reglas generales, fusionadas en una estrategia de cinco fases: descripcién, andlisis ini-
cial del problema, construccién de una solucién, comprobacién del resultado y aprovechamiento
del mismo. Lo anterior considerando ademads factores pertinentes a la organizacién del conoci-
miento y a la adquisicién de habilidades de interpretacién y representacion del conocimiento.

Aunque los aportes de Reif en el enfoque de la resolucidn de problemas gozan de gran aceptacién
en las ciencias bdsicas, su aplicabilidad tiende a ser mayor en el aprendizaje de la fisica mas que
en las matematicas; ademas, sus teorias en este contexto han sido menos documentadas que las
de Pdlya y Schoenfeld, por lo menos en investigaciones en habla hispana.

Un elemento de gran importancia para tener en cuenta en las teorias de resolucién de proble-
mas de los tres autores mencionados son los procesos de orden metacognitivos, de los cuales se
asume que la regulaciéon metacognitiva mejora el rendimiento en diferentes formas: mejora el
uso de la atencidn, proporciona una mayor conciencia de las dificultades en la comprensiéon y
mejora las estrategias ya existentes; respecto a esto se ha encontrado un incremento significativo
del aprendizaje cuando se incluyen como parte de la ensefianza, la regulacion y la comprensién
de las actividades (De Jesus, 2020).
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Teniendo en cuenta lo anterior, es de destacar que los procesos de planeacién, monitoreo y eva-
luacién estan vinculados de manera concreta con las etapas de Pdlya, Schoenfeld y Reif; sin em-
bargo, los dos ultimos logran trascender la dimensién de la regulacién metacognitiva y proponer
(implicita o explicitamente) una articulacién con la dimensién de la conciencia y conocimiento
del sujeto, indispensable para hacer mas eficiente los desempenos.

Sin embargo, cabe resaltar que segin Garofalo y Lester (1985), aunque los procesos de orden
metacognitivos revisten considerable importancia y se asumen en varios modelos de resolucién
de problemas desde los mismos postulados de Pdlya, los educadores matematicos no los han es-
tudiado sistemdticamente; esta falta de atencidn a la metacognicién se atribuye a las siguientes
razones:

i. El comportamiento encubierto de cualquier tipo es extremadamente dificil de observar y
analizar.

ii. Los investigadores que aceptan los autoinformes como datos legitimos reconocen que
pedirle a una persona que verbalice informacidén mientras realiza una tarea puede afectar
el proceso cognitivo que se lleva a cabo en el momento.

iii. Muchos psicdélogos han considerado que los fendmenos relacionados con la metacogni-
cion estan demasiado mal definidos para ser investigados.

Lo antes mencionado tiene que ver también con el hecho de que aunque existen diferentes mé-
todos de resolucion de problemas matemadticos como los descritos anteriormente, los estudiantes
generalmente tienen dificultades al resolver problemas de mayores niveles de dificultad, ya que
esos problemas no solo exigen el dominio de habilidades matematicas basicas, sino que también
requieren procesos cognitivos superiores o metacogniciéon como transformaciones o una serie de
formulacién y reformulaciones para resolverlos (Duncker, 1945).

En esto coinciden diferentes autores, quienes afirman que ademads de la capacitacién en estrate-
gias y tacticas de resolucién de problemas, los estudiantes necesitan capacitacion en direcciona-
miento y control, asi como también en autorregulacion y desarrollo mental (Desoete et al., 2003;
Ginsburg y Fantuzzo, 1998; Pape y Smith, 2002).
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CONCLUSIONES

De acuerdo con los resultados de este articulo y de su discusién, de la comparacién con resul-
tados de otros autores y del detallado anadlisis presentado, se pueden extraer las siguientes tres
conclusiones principales:

ii.

iii.

A partir de la importancia de la matematica como una de las areas fundamentales que
integran los curriculos tanto en la escuela como en las universidades, se ha convertido
esta asignatura en el principal medio de resolucidon de problemas cuantitativos, llegando
inclusive a abordar elementos cualitativos; es, por tanto, légico que existan aportes a
aspectos de su campo provenientes de autores prestigiosos como George Pdlya, Alan H.
Schoenfeld y Frederick Reif, quienes de una u otra forma han considerado algunos alcan-
ces y limitaciones en el aprendizaje de las matematicas desde el enfoque de resoluciéon
de problemas; estos aportes han sido desde diferentes enfoques pero coincidentes en el
desarrollo que deben tener en el marco de los procesos de aprendizaje.

Es pertinente afirmar que los planteamientos de Pdlya derivados de sus trabajos enfocados
en resolucion de problemas de alguna forma forjaron los cimientos para el desarrollo y el
estado actual de la literatura sobre el tema, sin embargo: “La trascendencia del trabajo de
Pélya radica en hacer evidente la importancia de resolver problemas como medio de crear
conocimiento en matemadticas y sus posibilidades en el aprendizaje de esta disciplina”
(Barrantes, 2006, pp. 1-2).

Schoenfeld desarrolld su propuesta sobre resolucidén de problemas a partir de los trabajos
de Pdlya, aunque toma distancia en algunos aspectos; a su vez considera la importancia
decisiva que tienen los recursos como mediadores en la solucidén de problemas, a los que
considera herramientas indispensables, sin las cuales la persona no podria encontrar la
solucion y el método no funcionaria, ya que careceria de las herramientas requeridas
(Schoenfeld et al., 2000). Por su parte, Frederick Reif aporta al cambio conceptual en
1991, sosteniendo en esa época de primacia aun de los conductistas, que es necesario
previamente modificar las ideas previas de los estudiantes, construyendo saberes sobre
las metas de dominio, por ser este el escenario donde se realizan esos cambios concep-
tuales y en donde influyen en los recursos cognitivos, donde la inica manera de alcanzar
estos cambios es mediante la implementacion de estrategias de aprendizaje eficientes y
adecuadas (Orlando, 2014). Cada uno de estos tres autores aportd sus experiencias, sus
conocimientos y sus respectivos enfoques en la busqueda de estas necesarias estrategias
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que permitieran optimizar los procesos tanto de ensefianza como de aprendizaje de las
matematicas en todos los niveles educativos.
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